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vom CAUCHY- zum COSSERAT-Kontinuum
Der Fakultät Maschinenwesen
der Technischen Universität Dresden
zur










Prof. Dr.-Ing. habil. Volker Ulbricht (Technische Universität Dresden)





Die vorliegende Arbeit entstand während meiner Tätigkeit als wissenschaftlicher Mitarbei-
ter am Institut für Festkörpermechanik der Technischen Universität Dresden im erweiter-
ten Umfeld des durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft finanzierten Sonderforschungs-
bereiches 639.
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C(·) Größe mit Formulierung auf Basis des Cauchy-Kontinuums
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ûe Gesamtknotenfreiwertvektor des Elementes





a Abmaß der Viertelplatte (Lochscheibe im homogenen Zugfeld) 53
aB Kantenlänge der Viertelplatte (Reine Biegung) 63
AN Integrationskonstante Neuber-Lösung (Lochscheibe im homo-
genen Zugfeld)
52
bB Kantenlänge der Viertelplatte (Reine Biegung) 63
BN Integrationskonstante Neuber-Lösung (Lochscheibe im homo-
genen Zugfeld)
52
C1 IntegrationskonstanteGauthier-Lösung (Torsion prismatischer
Stab)
58
C9 IntegrationskonstanteGauthier-Lösung (Torsion prismatischer
Stab)
58
CN Integrationskonstante Neuber-Lösung (Lochscheibe im homo-
genen Zugfeld)
52
DN Integrationskonstante Neuber-Lösung (Lochscheibe im homo-
genen Zugfeld)
52
E Lakes-Parameter: Elastizitätsmodul 12
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1 Einleitung
In der heutigen hochtechnologisierten Welt spielen spezialisierte Werkstoff- und Bauteil-
konzepte im Rahmen der ingenieurtechnischen Problemlösung eine unbestreitbar große
Rolle, welche zukünftig weiter zunehmen wird. Strukturoptimierte Halbzeuge und Ergeb-
nisse jüngster Entwicklungen der Materialwissenschaft, die unter dem Gesichtspunkt der
größtmöglichen Leistung bei gleichzeitig geringstem Gewicht erzeugt wurden, finden sich
beispielsweise in der Luft- und Raumfahrtindustrie. Hierunter fallen Strukturelemente wie
Wandsegmente in Sandwichbauweise und textilverstärkte Kompositmaterialien, um nur
einige zu nennen. Die Bedeutung von Verbundmaterialien für den Leichtbau hat in der
Vergangenheit enorm zugenommen und ihre Verwendung sich als fester Bestandteil in
vielen Bereichen des konstruktiven Maschinenbaus etabliert. Besonders attraktiv ist die
Möglichkeit beanspruchungsgerechte Verstärkungsstrukturen zu realisieren und dabei ver-
schiedene Werkstoffe nach ihren charakteristischen Eigenschaften auszuwählen und zu kom-
binieren. Aber nicht nur Verbundwerkstoffe sondern auch Schaumstrukturen gehören zu den
Materialien, welche bei der Lösung moderner Ingenieuraufgaben eingesetzt werden. Durch
ihre komplizierte innere Struktur und die Porosität erschließen sich weitere interessante Ein-
satzfelder. Die Tatsache, dass die Herstellung von Halbzeugen, Prüfkörpern und Prototypen
für diese funktionsoptimierten Materialien und Strukturen nicht nur sehr kostenintensiv ist,
sondern ebenso einem hohen zeitlichen Aufwand unterliegt, lässt einer der Fertigung voran-
gehenden Simulation der Teile und Baugruppen eine unverzichtbare Bedeutung zukommen.
Eventuell auftretende Schwierigkeiten und eine daraus resultierende Optimierung werden
somit bereits in der Frühphase des Entwicklungsprozesses abgefangen. Die Finite Elemente
Methode (FEM) ist bereits ein wichtiger Bestandteil dieses Prozesses. Jedoch erfordert sie
zum einen ein hohes Maß an Erfahrung undWissen des verantwortlichen Ingenieurs und zum
anderen geeignete mathematische Modelle, um die Reaktionen realer Bauteile und Werk-
stoffe in guter Näherung wiedergeben zu können. Aufgrund zunehmender Komplexität der
inneren Strukturen in der Leichtbauindustrie und der Tendenz zu kleineren Skalen in der
Nanotechnologiewissenschaft, wächst der Bedarf an effizienten Simulationsmethoden und
an einer Minimierung des Simulationsaufwandes.
Die Effizienzsteigerung von Finite Elemente (FE) Berechnungen ist Gegenstand zahlreicher
Forschungsgebiete. Anzuführen sind neben der Optimierung von Gleichungssystemlösungs-
algorithmen vor allem die Weiterentwicklung der bestehenden Theorien. Durch spezielle
Elementformulierungen ist es mit der erweiterten Finite Elemente Methode (XFEM) unter
anderem möglich, Sprünge der Materialeigenschaften im Element zu beschreiben und so-
mit den Vernetzungsaufwand zu verringern. Des Weiteren gewinnen FE-square-Methoden
(FE2) zunehmend an Bedeutung, die im Rahmen einer mehrskaligen FE-Simulation für je-
den Punkt der Makroskala ein numerisches Randwertproblem unter Einbeziehung der Cha-
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rakteristik der Mikroskala löst. Dabei sind unter den Bezeichnungen Makro- und Mikroskala
die Größenbereiche des Bauteils beziehungsweise der inneren Struktur zu verstehen. Diese
sehr aufwendige Methode bietet die Möglichkeit realitätsnahe Mikrostrukturen zu simulie-
ren, deren Einflüsse auf die Makroskala zu projizieren und somit die Qualität der erhaltenen
Lösung zu verbessern.
Jede numerische Simulation ist abhängig von der Qualität der verwendeten Materialmodel-
le und den dafür ermittelten Materialkennwerten. Neben der experimentellen Bestimmung
dieser Parameter sind für Verbunde auch numerische Mittelungsmethoden bekannt, die aus
den Eigenschaften der Einzelkomponenten effektive makroskopische Materialwerte berech-
nen. Zwar eignet sich nicht jede beliebige Struktur für die Anwendung einer sogenannten
Homogenisierung, bei Einhaltung der Voraussetzungen kann die eingesparte Rechenzeit je-
doch erheblich ausfallen.
Klassische Homogenisierungsmethoden beschreiben sowohl die Mikro- als auch die Ma-
kroskala als Cauchy-Kontinuum. Weist die vorhandene innere Struktur bestimmte Be-
sonderheiten auf, kann eine solche Darstellung unvollständig sein. Zur Veranschaulichung
soll an dieser Stelle ein biaxialverstärktes Mehrlagengestrick (MLG) dienen, dessen tex-




Abbildung 1.1: Biaxialverstärktes MLG; Haasemann [31]
Kett- und die Schussfäden in den sichtbaren Schnittflächen identische Faservolumengehalte
(FVG), sodass eine klassische Homogenisierung in den entsprechenden Normalenrichtun-
gen identische gemittelte Zugsteifigkeiten liefert. Infolgedessen erzeugt eine FE-Simulation
im Falle der Biegungen um die beiden Plattenhauptachsen ebenfalls gleiche Verformungs-
situationen. Aber gerade das entspricht nicht der Realität, da bei einer Biegung um die
x1-Achse die außen liegenden Schussfäden aufgrund der fehlenden Zug- und Druckspannun-
gen nicht verstärkend wirken können (vgl. Abbildung 1.2(a)). Lediglich in den weiter innen
liegenden Kettfäden treten derartige Beanspruchungen auf. Im Gegensatz dazu liefert die
Biegung um die x2-Achse die Zug-Druck-Beanspruchungen auch in den äußeren Schussfäden
(vgl. Abbildung 1.2(b)). Der dadurch größere Verstärkungseffekt ergibt folgerichtig gerin-
gere Verformungswerte. Neben den gemittelten Steifigkeitswerten ist für eine makroskopi-
sche Abbildung der Gesamtsituation demnach auch die Position der Verstärkungsstruktur
von Bedeutung. Für eine Berücksichtigung charakteristischer Längen der vorhandenen Mi-











Abbildung 1.2: Biaxialverstärktes MLG: Plattenbiegung
In der vorliegenden Arbeit wird dafür das Cosserat-Kontinuum gewählt. Ursprünglich
entwickelt von den Brüdern Eugène und François Cosserat Anfang des 20. Jahrhun-
derts [16], wurde es lange Zeit nicht beachtet und später unter anderem durch Eringen
erneut aufgegriffen. In [20] wird eine vollständige kontinuumsmechanische Theorie für gene-
ralisierte Kontinua formuliert, in der das Cosserat-Kontinuum als mikropolares Kontinu-
um einen Spezialfall der allgemeineren Varianten darstellt. Als weiteres aktuelles Werk sei
an dieser Stelle Altenbach et al. [2] genannt. Die Erforschung der Vorteile verallgemei-
nerter Kontinuumsdarstellungen bezüglich der Behandlung charakteristischer Problemstel-
lungen ist Gegenstand aktueller Forschung. So finden sich in Altenbach et al. [4] sowie
in Maugin [48] neben kompakten Darstellungen zur Geschichte, auch die Entwicklung
spezieller Anwendungen wie zum Beispiel der generalisierten Platten- und Schalentheorie
mit weitreichenden Literaturverweisen, welche bis in die Gegenwart reichen. Aufgrund der
sehr aufwendigen experimentellen Ermittlung der Materialparameter findet das Cosserat-
Kontinuum in industriellen Simulationen jedoch selten Anwendung. Durch Forest wurden
in [23, 24] numerische Ansätze zur Ermittlung der mikropolaren Werkstoffkonstanten vor-
gestellt und für den zweidimensionalen Fall diskutiert. Ziel der vorliegenden Arbeit ist deren
Umsetzung für den dreidimensionalen Fall, die Aufbereitung der ermittelten Parameter für
FE-Simulationen und die Bereitstellung von Finiten Elementen, welche auf der Cosserat-
Theorie basieren. Des Weiteren sollen mögliche Ansätze für zukünftige Forschungen und
Diskussionen gegeben werden.
Nach einer kompakten Darlegung der kontinuumsmechanischen Grundlagen der verwende-
ten Theorien in Kapitel 2 wird die Homogenisierungsmethode in Abschnitt 3 beschrieben.
Die Formulierung und Verifikation der mikropolaren Finiten Elemente ist Gegenstand des
sich anschließenden Kapitels. Dabei kann anhand des Vergleiches mit analytischen Lösungen
die Ergebnisgenauigkeit der Elemente beurteilt werden. In Abschnitt 5 findet die Anwen-
dung der hergeleiteten Prozeduren statt. Neben der Überprüfung der numerischen Ergeb-
nisse erfolgt die Ermittlung der Materialwerte für verschiedene Beispiele und die Diskussion
der beobachteten Effekte. Hierbei werden Ansätze für fortführende Untersuchungen und al-
ternative Formulierungen gegeben. Mit Hilfe des eingangs angesprochenen MLG lässt sich
die qualitative Abbildung des in der inneren Struktur begründeten Verformungseffektes
und damit der Vorteil der erweiterten Homogenisierungsmethode gegenüber der klassischen
Herangehensweise zeigen. Dazu wird ein vereinfachter Ausschnitt des MLG modelliert und
der Routine zugeführt. Anhand des Beispieles der Plattenbiegung sind unterschiedliche Ver-
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formungsverläufe für die bereits angesprochenen Biegelastfälle um die Plattenhauptachsen
zu erkennen, die qualitativ besser erscheinen als die Ergebnisse unter Nutzung des klassisch
homogenisierten Materials. Als Referenzlösung dient eine numerische FE-Simulation der
Gesamtanordnung, welche die komplette Mikrostruktur diskretisiert. Abschließend erfolgt




Aufgrund der Tatsache, dass die im Rahmen dieser Arbeit behandelte, erweiterte Homoge-
nisierungstheorie für die verschiedenen Skalen auch unterschiedliche Kontinuumsdarstellun-
gen nutzt, stellt der nachfolgende Abschnitt die Grundgleichungen beider Kontinua vor.
Die Gleichungen nutzen dabei überwiegend die Indexschreibweise mit Beachtung der Ein-
steinschen Summationskonvention, nach der in einem Term über doppelt auftretende In-
dizes summiert wird. Im Allgemeinen nehmen die Indizes die Werte 1, 2 und 3 an. Darüber
hinaus werden sämtliche Größen auf der Basis kartesischer Koordinaten definiert. Da es sich
bei den auftretenden physikalischen Größen um Tensoren unterschiedlicher Stufen handelt,
bietet sich neben den Definitionsgleichungen eine geeignete Notationsvereinbarung für die
symbolische Schreibweise an. So kennzeichnet das Symbol (n)T einen Tensor T n-ter Stufe.
Im Sinne einer einheitlichen Symbolik sollen auch die auftretenden Vektoren als Tensoren
erster Stufe geschrieben werden.
2.1 Cauchy-Kontinuum
Die Beschreibung des mechanischen Feldproblems der Mikroebene basiert auf dem Cau-
chy-Kontinuum, welches auch als Boltzmann-Kontinuum bekannt ist [3, 9, 32]. Der ma-
terielle Körper K wird als strukturloses, kontinuierliches Gebiet Ω ⊂ R3 mit der Oberfläche
Γ betrachtet. Er besitzt die Masse m und das Volumen V . Die weiteren Ausführungen
orientieren sich in der Symbolik und der Argumentation an Haupt [32].
2.1.1 Kinematik
Die während einer Bewegung des materiellen Körpers zu diskreten Zeitpunkten eingenom-
menen Zustände werden nachfolgend als Konfigurationen bezeichnet. Speziell sei zum Zeit-
punkt t = t0 die Referenz- beziehungsweise die Ausgangskonfiguration und zu jedem Zeit-
punkt t > t0 die Momentankonfiguration definiert. Ist hinsichtlich der auftretenden Ver-
formungen keine Einschränkung getroffen, so muss zwischen der Lagrangeschen und der
Eulerschen Betrachtungsweise unterschieden werden. Mit Hilfe der eineindeutigen Abbil-
dung χ: K →R3 auf die Eulerschen Koordinaten durch
(1)x
E = χ(P, t) (2.1)
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und der Identifikation der Punkte P mit den Lagrangeschen Koordinaten in der Refe-
renzkonfiguration mittels (1)X
L := χ(P, t0) ≡ χ0(P ), kann der Bewegungsablauf als eine
stetige Abfolge von Momentankonfigurationen aufgefasst werden. Das Verschiebungsfeld
(1)u = (1)x
E − (1)XL quantifiziert die Ortsänderung zwischen der Momentan- und der Refe-
renzkonfiguration. Erfolgt eine Beschränkung auf kleine Verschiebungsgradienten, ist die





(uk,l + ul,k) (2.2)
ist der symmetrische, linearisierte Verzerrungstensor (2)ε̌ definiert, welcher nachfolgend als





Die Gleichung (2.2) ist in der Literatur auch als Verzerrungs-Verformungs-Beziehung be-
kannt (vgl. [9]). Sie weist jedem Verschiebungsfeld ein definiertes, kinematisch zulässiges
Verzerrungsfeld zu. Das heißt konkret, dass die Verzerrungen den Kompatibilitätsbedin-
gungen
ε̌ij,kl + ε̌kl,ij − ε̌ik,jl − ε̌jl,ik = 0 (2.4)
genügen.
2.1.2 Kinetik und Bilanzgleichungen
Zur Beschreibung des Zustandes eines materiellen Körpers ist eine rein geometrische Be-
trachtung nicht ausreichend. Vielmehr müssen zusätzlich die Änderungen weiterer Zu-
standsgrößen über Bilanzgleichungen präzisiert werden. Diese können sowohl in globaler
Form für den gesamten materiellen Körper oder aber in lokaler Form für ein materielles
Teilchen formuliert werden. Unter der Voraussetzung entsprechender Stetigkeitsanforde-
rungen für die betreffenden Feldgrößen lässt sich eine globale Bilanzgleichung auch durch
eine lokale Formulierung ausdrücken.
Ohne die Beschränkung der auftretenden Deformationen ist mit Hilfe der Masseerhaltung,





unter Ausschluss des Masseaustausches über die Oberfläche und fehlenden Massequellen
oder -senken gilt, über die Beziehung ṁ = 0 die Kontinuitätsgleichung
ρ̇+ ρ vp,p = 0 (2.6)








ρ vk dV (2.7)







ρ vk dV =
∫
Ω




ausgedrückt. Hierin sind neben den spezifischen, also auf ein Massenelement bezogenen,
im Gebiet angreifenden Kräfte (1)f auch die auf ein Flächenelement bezogenen und an
den Randflächen angreifenden Oberflächenkräfte (1)σ
n enthalten. Über die Einführung des
wahren Spannungstensors (2)σ, des nach außen gerichteten Normalenvektors (1)n und mit
der Definition der Koordinaten des Spannungsvektors σnk= σpknp, welche am Rand den
vorgegebenen Randgrößen σnk entsprechen, ergeben sich für den Spezialfall der Statik die
Gleichgewichtsbedingungen als lokale Form der Impulsbilanz
σkl,k + ρfl = 0 . (2.9)
Eine weitere globale Größe zur Charakterisierung des kinetischen Zustandes des materiellen




ρ ekpq xpvq dV , (2.10)








1 für k, l,m = 1, 2, 3 zyklisch
−1 für k, l,m = 3, 2, 1 zyklisch
0 sonst
(2.11)










setzt die zeitliche Änderung des Drehimpulses mit der Summe aller auf den Körper wir-
kenden Momente gleich. Mit der Vernachlässigung von Momentendichten liefert die lokale
Form der Drehimpulsbilanz bei gleichzeitiger Erfüllung der Gleichgewichtsbedingungen die
Symmetrie σkl = σlk des wahren Spannungstensors (2)σ.
Für den Fall der Statik und mit der Beschränkung auf ausschließlich thermische und mecha-
nische Prozesse, liefert der 1.Hauptsatz der Thermodynamik die Gleichheit der zeitlichen
Änderung der inneren Energie U und der Summe aus mechanischer Leistung Pmech und
thermischer Leistung infolge des Wärmeflusses Q:
U̇ = Pmech +Q . (2.13)
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Wird der Wärmefluss Q zum einen durch vorhandene Wärmequellen r und zum anderen
durch den Wärmeaustausch über die Oberfläche des Körpers mit Hilfe eines Wärmestrom-
dichtevektors (1)q quantifiziert, folgt mit Beachtung der Gleichung (2.9) und der Symmetrie
des Spannungstensors die lokale Formulierung des 1.Hauptsatzes:
ρU̇∗ = σkl ˙̌εkl + ρr − qp,p . (2.14)
In Gleichung (2.14) steht U∗ für die spezifische innere Energie. Die spezifische innere Leis-
tung kann für den Fall kleiner Deformationen durch das Produkt aus Spannungstensor
und Verzerrungsgeschwindigkeitstensor ausgedrückt werden und ist auch unter dem Begriff
Spannungsleistung bekannt.



















stets nichtnegativ ist. Hierin bezeichnen ϑ, Υ∗ und S∗ die absolute Temperatur, die spezifi-
sche Entropieproduktion und die spezifische Entropie. In Kombination mit dem 1.Haupt-
satz (2.14) und der Definition der spezifischen freien beziehungsweise Helmholtzschen
Energie FH = U∗ − ϑS∗ resultiert aus der lokalen Form dieClausius-Duhem-Ungleichung






≥ 0 , (2.16)
welche sich für den isothermen Fall mit ϑ =konst, ϑ̇ = 0 und ϑ,k = 0 weiter vereinfacht
zu
σkl ˙̌εkl − ρḞH ≥ 0 . (2.17)
2.1.3 Randbedingungen
Neben den bisher aufgeführten Gleichungen sind für die Beschreibung des statischen Feld-
problems entsprechende Randbedingungen zu formulieren, was mit Beschränkung auf den
isothermen Fall eine Zerlegung des Randes Γ der Form
Γ = ΓD ∪ ΓN mit ΓD ∩ ΓN = ∅ (2.18)
erfordert. Dabei sind die wesentlichen oder Dirichlet-Randbedingungen auf dem Rand
ΓD und die natürlichen oder Neumann-Randbedingungen auf dem Rand ΓN vorzugeben:
uk = uk auf ΓD , (2.19a)
σnk = σ
n
k auf ΓN . (2.19b)





Die in der vorliegenden Arbeit im Fokus stehende erweiterte Kontinuumstheorie wird als
Cosserat-Kontinuum oder aber nach Eringen als mikropolares Kontinuum bezeich-
net [20, 21]. Die Erweiterung zum klassischen Cauchy-Kontinuum besteht darin, dass
dem materiellen Teilchen eine Orientierung in Form eines starren, orthogonalen Systems
aus Direktoren zugewiesen wird, welches Rotationen ausführen kann. So ergeben sich für
das materielle Teilchen neben den drei Raumverschiebungen uk zusätzlich drei Mikrorota-
tionen ϕk.
2.2.1 Kinematik
Mit der zum klassischen Kontinuum äquivalenten Definition des Verschiebungsfeldes ver-
bleibt die Beschreibung des infinitesimalen Verdrehungstensors (2)R
Rkl = δkl + eklpϕp . (2.20)
Das in Gleichung (2.20) enthaltene Kronecker-Symbol δkl ist durch
δkl =
{
1 für k = l
0 sonst
(2.21)
definiert. Für eine ausführliche, kontinuumsmechanische Herleitung der Verzerrungsmaße
ohne Einschränkungen hinsichtlich der auftretenden Verformungen sei auf Cosserat und
Cosserat [16] und Eringen [20, 21] verwiesen. Seit den Erstautoren kamen viele un-
terschiedliche Definitionen von Verzerrungsmaßen hinzu. In Maugin [48] findet sich eine
Zusammenstellung mit weitreichenden Literaturempfehlungen und Münch veranschaulicht
in [52] die möglichen Zwischenkonfigurationen.
Mit der Beschränkung auf kleine Verschiebungsgradienten und Mikrorotationen sind die
mikropolaren, im Allgemeinen nicht symmetrischen Verzerrungsmaße (2)ε und (2)κ durch die
Beziehungen




εkl = ul,k + elkpϕp (2.22b)
definiert. Der symmetrische Anteil ε(kl) =
1
2
(εkl + εlk) des Cosserat-Verzerrungstensors
entspricht dem klassischen Cauchy-Verzerrungstensor (2)ε̌. Für eine anschauliche Interpre-
tation des antisymmetrischen Anteils ε[kl] bietet sich folgende Darstellung an:




Der Vektor (1)r enthält die drei unabhängigen Koordinaten des antisymmetrischen Anteils
des Verschiebungsgradienten und symbolisiert somit den axialen Vektor der mittleren ma-
kroskopischen Verdrehung. Infolgedessen lässt sich Gleichung (2.23) als Relativverdrehung
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des materiellen Teilchens bezüglich der Makrorotation interpretieren. Nachfolgend sind
durch die Symbole (·)(kl) und (·)[kl] die Symmetrie und die Antisymmetrie sowie durch
(·)⌊kl⌋ und (·)〈kl〉 die Kugeltensor- und die Deviatoreigenschaft für das entsprechende In-
dexpaar gekennzeichnet. Für den Krümmungstensor (2)κ ist die Zerlegung in Kugel- und
Deviatoranteil





κ〈kl〉 = κkl − κ⌊kl⌋ (Deviatoranteil) (2.24c)
nützlich. Diese Formulierungen werden im Kapitel 3 aufgegriffen und für weitere Herlei-
tungen und Definitionen verwendet.
Die zum klassischen Kontinuum erweiterten Kompatibilitätsbedingungen lauten [19]:
εij,k − εkj,i + epijκkp − epkjκip = 0 , (2.25a)
κij,k − κkj,i = 0 . (2.25b)
2.2.2 Kinetik und Bilanzgleichungen
Die Erweiterung der kinematischen Freiwerte des materiellen Teilchens erfordert auch die
Einführung weiterer kinetischer Größen. In Analogie zum Spannungsvektor (1)σ
n kann der
Momentenspannungsvektor (1)µ
n über die Beziehung
µnk = µpk np (2.26)
mit dem Normalenvektor (1)n des Oberflächenelementes und demMomentenspannungstensor
(2)µ definiert werden. Die Diskussion der Masseerhaltung und der Impulsbilanz bleibt von
der erweiterten Kinetik unberührt und die Gleichungen (2.6) und (2.9) gelten gleichermaßen
auch für das Cosserat-Kontinuum.
Aufgrund der Momentenspannungen und den damit verbundenen zusätzlichen Momenten-













ρ lk dV +
∫
Γ
µnk dA , (2.27)
worin der Vektor der von außen einwirkenden, spezifischen Momente (1)l enthalten ist. Analog
zum vorangegangenen Abschnitt handelt es sich hierbei um massebezogene und im Gebiet
verteilte Größen. Die aus der klassischen Theorie bekannte Symmetrie des Spannungsten-
sors gilt infolge dieser Erweiterung nicht mehr. So liefert die Herleitung der lokalen Form
mit Beschränkung auf die Statik und der Beachtung der Impulsbilanz für das Momenten-
gleichgewicht
µkl,k + elpqσpq + ρ ll = 0 . (2.28)
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Durch die erweiterte Kinematik und Kinetik des Cosserat-Kontinuums ergibt sich die
lokale Form des 1.Hauptsatzes mit unveränderten Termen für die thermische Leistung,
jedoch mit einer erweiterten Formulierung der Spannungsleistung zu
ρU̇∗ = σklε̇kl + µklκ̇kl + ρr − qp,p . (2.29)










ausgedrückt werden. Die detailierten Herleitungen der erweiterten Bilanzgleichungen sind
dem Anhang A.1 zu entnehmen.
2.2.3 Randbedingungen
Infolge der Einführung zusätzlicher Mikrorotationen und der beschriebenen Erweiterung der
Kinematik und Kinetik erhöht sich die Anzahl der Randbedingungen. Mit der Beschränkung
auf den isothermen Fall sind neben den Verschiebungsvorgaben auf dem Dirichlet-Rand
ΓD auch Definitionen für die Rotationen nötig. Analog kommen zu den Bedingungen an den
Spannungsvektor noch Forderungen an den Momentenspannungsvektor auf demNeumann-













auf ΓN . (2.31b)
2.2.4 Koiter-Einschränkung
Einen Sonderfall des Cosserat-Kontinuums stellt das Koiter-Kontinuum dar, welches
in der Literatur auch unter der Bezeichnung Mindlinsche Theorie, couple-stress theory
(CST), eingeschränktes Cosserat-Kontinuum oder auch Pseudo-Cosserat-Kontinuum
bekannt ist [43]. Bezogen auf das allgemeine Cosserat-Kontinuum besteht die Einschrän-





aus dem Verschiebungsfeld berechnen lassen. Dies entspricht dem antisymmetrischen Anteil
des Verschiebungsgradienten, woraus mit Gleichung (2.23) direkt das Verschwinden der
Relativverdrehung zwischen Mikro- und Makrorotation folgt. So ergibt sich für dasKoiter-
Kontinuum ein symmetrischer Verzerrungstensor (2)ε
K und der antisymmetrische Anteil des
Spannungstensors leistet keinen Beitrag zur Verzerrungsenergie. Des Weiteren verringert




Auch mit der Beschränkung auf den isothermen Fall reichen die im vorangegangen Ab-
schnitt bereitgestellten Gleichungen nicht aus, um das statische Feldproblem zu lösen, da
ihre Anzahl kleiner ist als die der unbekannten Feldgrößen. Kinematik und Kinetik werden
in der Kontinuumsmechanik über die Materialgleichungen beziehungsweise die konstitu-
tiven Beziehungen gekoppelt, die den Einfluss der Werkstoffeigenschaften berücksichtigen.
Dabei stellen sie Modelle dar, welche die realen Eigenschaften näherungsweise wiederge-
ben. Für das fortführende Studium der Materialtheorien und der Entwicklung von geeig-
neten Materialmodellen sei an dieser Stelle zum Beispiel auf Betten [9], Truesdell und
Noll [67] oder Haupt [32] verwiesen. In der vorliegenden Arbeit findet ausschließlich das
Modell des linear elastischen Materialverhaltens Anwendung und soll nachfolgend anhand
der klassischen Formulierung und der mikropolaren Erweiterung diskutiert werden.
2.3.1 Linear elastisches Materialverhalten des Cauchy-Kontinuums
Mit Beschränkung auf kleine Verschiebungsgradienten und isotherme Vorgänge gilt das
linear elastische Materialgesetz
σkl = σlk = Eklmnε̌mn , (2.33)
worin der Elastizitätstensor (4)E die bekannten Symmetrien
Eklmn = Elkmn Eklmn = Eklnm Eklmn = Emnkl (2.34)
aufweist. Ausführliche Darstellungen möglicher Materialsymmetrien und die damit ver-
bundene Reduktion der Anzahl der wesentlichen Materialparameter sind zum Beispiel in
Voigt [68], Reuss [60] oder auch in Altenbach und Altenbach [3] enthalten. Der Spe-
zialfall der Isotropie beschreibt richtungsunabhängiges Materialverhalten und mit Hilfe der
Lamé-Parameter λ und µ ist das Materialgesetz über
σkl = λ ε̌ppδkl + 2µ ε̌kl (2.35)
gegeben. Eine alternative Formulierung der Stoffwerte stellt die Angabe der Materialpara-










(1 + ν) (1− 2ν) , µ =
E
2 (1− ν) (2.36b)
ist die Umrechnung stets möglich. Darin stehen E für den Elastizitätsmodul und ν für
die Querkontraktionszahl. Zudem ist der Lamé-Parameter µ auch als Schubmodul G be-
kannt. Linear elastisches isotropes Materialverhalten ist im Cauchy-Kontinuum mit zwei
unabhängigen Parametern vollständig beschrieben.
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2.3.2 Linear elastisches Materialverhalten des Cosserat-Kontinuums
Die allgemeine Formulierung des mikropolaren elastischen Materialverhaltens lautet:





klmnεmn +Hklmnκmn . (2.37b)
Darin enthalten sind die Materialtensoren (4)G und (4)H sowie die Koppeltensoren (4)R
(1) und
(4)R
(2). Nachfolgend wird vom Potentialcharakter des Materialmodells ausgegangen, woraus
die Symmetriebedingungen
Gklmn = Gmnkl , (2.38a)






resultieren. Die mikropolare lineare isotrope Elastizität ist das am häufigsten in der Litera-
tur verwendete Modell, welches die Definition von Materialkonstanten verwendet. Während
im Cauchy-Kontinuum auch für orthotropes Materialverhalten Ingenieurskonstanten in
Form von richtungsabhängigen Elastizitäts- und Schubmoduln sowie Querkontraktionszah-
len definiert sind, finden sich wenige analoge Formen für das orthotrope, dreidimensionale
Materialverhalten des Cosserat-Kontinuums. Ausgehend von der isotropen Variante for-
mulieren Nakamura et al. in [53] lediglich für den reduzierten zweidimensionalen Fall
richtungsabhängige mikropolare Materialwerte. Einen anderen Zugang für die Beschreibung
zweidimensionaler Kontinua mit laminatähnlicher Mikrostruktur verfolgen Zvolinskii und
Shkhinek in [72], der unter anderem von Mühlhaus [51], Dai et al. [18] oder auch Ad-
hikary und Guo [1] aufgegriffen und durch Riahi und Curran in [61] sowie Riahi et al.
in [62] auf den dreidimensionalen Fall erweitert wird. Aktuelle Ansätze für den zweidimen-
sionalen Fall sind beispielsweise in Casolo [12] oder Fatemi et al. [22] enthalten.
Vorausblickend auf die Verifikation der in dieser Arbeit vorgestellten mikropolaren Finiten
Elemente wird das linear elastische isotrope Materialverhalten als einfachste Form des mi-
kropolaren Materialverhaltens näher erläutert. Die zugehörigen konstitutiven Gleichungen
lauten:
σkl = λ εppδkl + (µ
c + κ) εkl + µ
cεlk , (2.39a)
µkl = ακppδkl + βκlk + γκkl . (2.39b)
Zwar definieren einige Autoren andere Verzerrungsmaße oder unterlassen die Definition ei-
nes Krümmungstensors, jedoch sind sämtliche Varianten auf diese Grundform zurückführ-
bar, die sehr häufig mit Eringen [20] in Verbindung gebracht wird. Sie verwendet insge-
samt sechs erweiterte Lamé-Konstanten, die zur Beschreibung der mikropolaren isotropen
Elastizität notwendig sind. Zusätzlich gilt stets
2µ = 2µc + κ (2.40)
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für den klassischen Lamé-Parameter µ. Damit die physikalische Zulässigkeit im Sinne einer
positiv definiten Verzerrungsenergie gesichert ist, dürfen die Ungleichungen
0 ≤ 3λ+ 2µc + κ , 0 ≤ 3α + β + γ , (2.41a)
0 ≤ 2µc + κ , −γ ≤ β ≤ γ , (2.41b)
0 ≤ κ und 0 ≤ γ (2.41c)
nicht verletzt sein. Aufgrund der vielen unterschiedlichen Notationen und Bezeichnungen
der Materialkonstanten, gab es in der Vergangenheit Unstimmigkeiten hinsichtlich der Dis-
kussion der Grenzfälle. Infolge einer falschen Ungleichung durch Eringen, welche von
Kaloni und Ariman in [39] und in Ariman [5] wiederholt aufgegriffen und diskutiert
wurde, stellte Cowin in [17] die Missstände richtig und vervollständigte die entsprechen-
den Wertebereiche der mikropolaren Parameter. An dieser Stelle sei bemerkt, dass die
Grenzfalldiskussion für den isotropen Fall noch immer nicht vollständig geklärt ist. Gerade
der Spezialfall κ = 0 und die damit verbundenen Konsequenzen werden ausführlich unter
anderem durch Neff und Chelminski in [55] sowie Neff in [54] behandelt. Für die vorlie-
gende Arbeit sei der Spezialfall des klassischen Cauchy-Kontinuums für verschwindende
Werte von α, β und γ, sowie κ → 0 gegeben und für κ → ∞ das Koiter-Kontinuum
beziehungsweise die CST definiert.
Unter dem Gesichtpunkt der experimentellen Bestimmung der zusätzlichen Stoffwerte er-
folgten durchGauthier und Jahsman in [30] erste Definitionen von Ingenieurskonstanten.
Weitere Autoren griffen diese auf und erweiterten die Notation. Eine Zusammenfassung der
Ingenieurskonstanten findet sich in Lakes [44]:
E =
(2µc + κ) (3λ+ 2µc + κ)
2λ+ 2µc + κ
, ν =
λ





2 (µc + κ)
, Ψ =
β + γ











Hierin bezeichnen lb und lt die charakteristischen Längen für Biegung und Torsion, Ψ wird
in der Literatur als polar ratio und N als coupling number oder Kopplungszahl eingeführt.
Da derzeit kein passender deutscher Begriff für den Parameter Ψ existiert, soll dieser nach-
folgend polare Kennzahl genannt werden. Diese in Gleichung (2.42) aufgeführten Ingenieurs-
konstanten sind nachfolgend unter der Bezeichnung Lakes-Konstanten zu verstehen.
Die Grenzfalldiskussion anhand der Lakes-Konstanten liefert entsprechend für N → 0 das
klassische Cauchy-Kontinuum und für N → 1 das Koiter-Kontinuum (CST). Sämtliche
Werte zwischen diesen beiden Schranken gehören somit zum Cosserat-Kontinuum und
basieren auf der mikropolaren Theorie beziehungsweise der micropolar theory (MPT).
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Homogenisierungsmethoden stellen im Rahmen der rechnergestützten Simulation ingenieur-
technischer Aufgabenstellungen eine Möglichkeit dar, durch Reduzierung des Modellierungs-
aufwandes den Entwicklungsprozess effizienter zu gestalten. Besonders wenn Werkstoffe
zum Einsatz kommen, die sich aufgrund ihres Anwendungsgebietes durch ausgeprägte Mi-
krostrukturen auszeichnen. Als anschauliche Beispiele sind faserverstärkte Verbundwerk-
stoffe, Strukturelemente in Sandwichbauweise oder auch Metallschäume anzuführen. Die für
eine numerische Simulation notwendige Abbildung der inneren Struktur führt mit zuneh-
mender Komplexität zu enorm großen Berechnungsmodellen, deren Erstellung und Analyse
entsprechend viel Zeit in Anspruch nimmt. Diese Simulationszeit lässt sich reduzieren, wenn
das Verhalten der Struktur auf einer übergeordneten Makroebene beschrieben und somit
auf die genaue Abbildung der Mikroebene verzichtet wird. Grundvoraussetzung für eine er-
folgreiche makroskopische Abbildung der mikroskopischen Eigenschaften ist ein geeignetes
Äquivalenzkriterium und ein korrekter Übergang zwischen den betrachteten Skalen. Aus-
gehend von analytischen Methoden die auf Hill [35] und Christensen [14] zurückgehen,
existieren mittlerweile zahlreiche Ansätze für die Modellierung homogener Ersatzstrukturen,
welche zudem nichtlineares Materialverhalten der Mikrostruktur berücksichtigen können.
Schröder gibt in [63] einen umfassenden Überblick mit weitreichenden Literaturempfeh-
lungen über die Anfänge und Entwicklungen auf dem Gebiet der numerischen Homogenisie-
rungsmethoden. Viele basieren dabei auf dem Konzept des repräsentativen Volumenelemen-
tes (RVE), welches aus statistischer Sicht in der Lage ist, das Verhalten der Struktur auf der
Makroebene vollständig abzubilden. Ist die Mikrostruktur periodisch fortsetzbar, so kann
das RVE auch als Einheitszelle definiert werden. Hinsichtlich der Anwendung der Homoge-
nisierungsmethoden und der Wahl des RVE, lassen sich mit Hilfe von Vergleichskriterien
der genutzten Skalen allgemeine Bedingungen angeben. Über
L = max
(1)XA, (1)XB ∈Ω
|(1)XA − (1)XB| (3.1)
ist auf der Makroskala die charakteristische Länge als der maximale Abstand zweier Punkte
A und B innerhalb des Gebietes Ω definierbar. Analog symbolisiert l die charakteristische
Länge der Mikrostruktur. Für klassische Homogenisierungsverfahren, in denen das RVE
sowie das homogene Ersatzmedium (HEM) auf Basis des Cauchy-Kontinuums beschrieben
werden, muss stets die Bedingung
L ≫ a ≫ l (3.2)
erfüllt sein [11]. Hierin bezeichnet a eine charakteristische Hauptabmessung des betrachteten
RVE. Eine Verletzung dieser Beziehung kann die Beschreibung der Makroskala mit Hilfe
einer erweiterten Theorie erfordern, wie zum Beispiel der des Cosserat-Kontinuums.
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Für das Folgende wird vereinbart, dass Großbuchstaben auf makroskopischer Skala defi-
nierte Größen und kleine Symbole auf die Mikroskala bezogene Variablen kennzeichnen.
3.1 Mittelungstheorem
Die vorgestellte Methode verwendet zur Beschreibung der Mikroebene das klassische Cau-
chy-Kontinuum und bildet das homogene Ersatzmedium auf Grundlage des mikropolaren
Cosserat-Kontinuums ab. Als Äquivalenzkriterium dient das erweiterte Hill-Mandel
Lemma















Σ(kl)E(kl) + Σ[kl]E[kl] +M〈kl〉K〈kl〉 +M⌊kl⌋K⌊kl⌋
)
, (3.3b)
welches die Gleichheit der Verzerrungsenergien von RVE und HEM fordert. Hierin stellen
Σkl, Ekl, Mkl und Kkl die makroskopischen Spannungen, Verzerrungen, Momentenspannun-
gen und Krümmungen dar, welche über Volumenmittelwerte bestimmt werden. Das dazu
gehörige klassische Energiemittelungstheorem ist durch Hill [36] angegeben worden und
aus der erweiterten Form mit Vernachlässigung der Mikrorotationen und daraus resultierend
verschwindenden Krümmungen, sowie ausschließlich symmetrischen Verzerrungen E(kl) und
Spannungen Σ(kl), herleitbar.
Anhand der Gleichung (3.3b) lassen sich zwei Vorgehensweisen motivieren, bei denen jeweils
ein makroskopisches Materialgesetz anzunehmen ist. So können auf der Makroskala entwe-
der die kinematischen oder die kinetischen Feldgrößen vorgegeben werden. Im Fall der Rea-
lisierung makroskopischer Deformationszustände erfolgt die Identifikation der Steifigkeits-
werte aus den volumengemittelten Spannungen und Momentenspannungen. Diese Variante
wird Deformationsgrößenmethode genannt. Bei der Kraftgrößenmethode sind Spannungs-
und Momentenspannungszustände am RVE aufzubringen. Aus der Volumenmittelung re-
sultieren dann die Koordinaten der Nachgiebigkeitstensoren. In der vorliegenden Arbeit
ist auf makroskopischer Ebene das linear elastische Cosserat-Kontinuum vorausgesetzt,
wofür die konstitutiven Gleichungen






gelten. Aufrund der Vorteile hinsichtlich der numerischen Umsetzung wird die Deforma-
tionsgrößenmethode genutzt, bei der die makroskopischen Deformationszustände in Form
von Verschiebungsvorgaben am RVE aufzubringen sind.
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3.2 Approximation des lokalen Verschiebungsfeldes
Sei Ω ein materieller Körper mit dem Volumen V und der Oberfläche Γ. Jeder Punkt P in-
nerhalb dieses Körpers ist über den Ortsvektor (1)x = xkek im kartesischen Koordinatensys-
tem mit orthonormierten Basisvektoren ek beschreibbar. Die Koordinaten des Ortsvektors
(1)X des Volumenmittelpunktes S eines beliebigen Teilgebietes ∆Ω mit dem Teilvolumen
∆V lassen sich durch





xk dV = 〈xk〉 (3.5)






für die Volumenmittelung steht und (1)x den Positionsvektor des Punktes P darstellt (vgl.
Abbildung 3.1).
Ausgangspunkt für den Skalenübergang ist die Abbildung der Freiwerte der Makroskala
durch die Freiwerte der Mikroskala. Einer Idee von Forest und Sab [27] folgend, kann
der lokale Verschiebungsvektor (1)u des Punktes P durch die Überlagerung einer Verschie-
bung (1)U des Volumenmittelpunktes und einer infinitesimalen Rotation (1)Φ des Teilgebietes














Abbildung 3.1: Approximation des lokalen Verschiebungsfeldes
Es gelten:
yk = xk −Xk , (3.7a)
y′k = yk + ekpqΦpyq , (3.7b)
xk + uk = Xk + Uk + y
′
k + tk , (3.7c)
xk + uk = Uk +Xk + yk + ekpqΦpyq + tk , (3.7d)
uk = Uk + ekpqΦpyq + tk . (3.7e)
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Aus diesen Beziehungen resultiert für den Vektor (1)t
tk = uk − Uk − ekpqΦpyq , (3.8)
welcher als punktueller Fehler der Approximation zu interpretieren ist. Für ein beliebiges











tktk dV = 〈tktk〉 ⇒ Min. (3.9)
die globalen Vektoren (1)U und (1)Φ. Die notwendigen Bedingungen
〈 ∂f
∂Um
〉 = 0 und 〈 ∂f
∂Φm
〉 = 0 , (3.10)
enthalten die partiellen Ableitungen
∂f
∂Um
= −2 (um − Um − empqΦpyq) und (3.11)
∂f
∂Φm
= −2 [(uk − Uk) ekmryr − (δpmδqr − δprδqm) Φpyqyr] . (3.12)
Wird der Volumenmittelpunkt als Koordinatenursprung gewählt (Xk = 〈xk〉 = 0), ergeben
sich mit der Beachtung der Definition yk = xk −Xk
〈 ∂f
∂Um
〉 = −2 (〈um〉 − Um) und (3.13)
〈 ∂f
∂Φm
〉 = −2 (ekmr〈ukxr〉 − ΦpJpm) . (3.14)
Darin symbolisiert
Jpm = 〈δpmxrxr − δprxrxm〉 = Jmp (3.15)
den symmetrischen Geometrietensor (2)J , der ein gewichtetes Volumenmoment 2.Ordnung
darstellt. Schlussendlich lassen sich die makroskopischen Freiwerte durch
Uk = 〈uk〉 und (3.16a)
Φk = empq〈uqxp〉J−1km (3.16b)
über volumengemittelte Terme des lokalen Verschiebungsfeldes ausdrücken.
3.3 Verschiebungsansatz
Nach Forest und Sab ist es möglich, die elastischen Materialparameter eines Cosserat-
Kontinuums durch die Vorgabe makroskopischer Verzerrungszustände und die Auswertung
des erweiterten Hill-Mandel-Kriteriums zu identifizieren [27]. Aufgrund der zusätzlichen
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Rotationen auf der Makroskala, kommen zu den aus der klassischen Homogenisierung be-
kannten Zug- und Schubzuständen noch antisymmetrische Verzerrungs- und verschiedene
Krümmungszustände hinzu. Um sämtliche Deformationsformen abbilden zu können, ist für


















welcher durch einen Fluktuationsanteil uFk ergänzt wird [24, 27]. Im polynomialen Anteil
uPk sind die Ansatztensoren (2)A, (3)B, (4)C und (5)D enthalten, die für die makroskopischen
Verzerrungszustände identifiziert werden müssen und die Symmetrien
Bkpq = Bkqp , Ckpqr = Ckqpr = Ckrqp = Ckprq sowie (3.18a)
Dkpqrs = Dkqprs = Dkrqps = Dksqrp = Dkprqs = Dkpsrq = Dkpqsr (3.18b)
aufweisen.
3.4 Makroskopische Verzerrungszustände
Analog zur Vorgehensweise bei der klassischen Deformationsgrößenmethode, lassen sich
durch Vorgabe einer hinreichend großen Anzahl beliebiger, kinematisch zulässiger Defor-
mationsfelder aus dem Vergleich der mikro- und makroskopischen Verzerrungsenergiedichte
die Materialsteifigkeiten ermitteln. Im Rahmen der klassischen Cauchy-Homogenisierung
beschränkt sich aufgrund der Symmetrie der makroskopischen Verzerrung der polynomiale
Anteil des Verschiebungansatzes aus Gleichung (3.17) auf den linearen Term. Des Weiteren
ist der Ansatztensor (2)A in diesem Fall mit dem symmetrischen Verzerrungsmaß identisch.
Somit liefert die Vorgabe der sechs unabhängigen Koordinaten des Cauchy-Verzerrungs-
tensors die Möglichkeit, mit Hilfe des Hill-Mandel-Lemmas die symmetrischen Anteile
des zugehörigen Materialtensors zu identifizieren. Die eingangs erwähnte hinreichend große
Anzahl der Deformationsfelder reduziert sich somit für den klassischen Fall auf sechs linear
unabhängige Zustände.
Da das Material auf der Makroebene jedoch durch ein Cosserat-Kontinuum beschrieben
werden soll, reicht die Betrachtung der symmetrischen Verzerrungsanteile nicht aus. Für die
vollständige Abbildung der makroskopischen Cosserat-Verzerrung verbleibt der antisym-
metrische Anteil. Im Sinne der Minimierung der Anzahl der Deformationsfelder bietet sich
zudem eine geeignete Zerlegung des makroskopischen Krümmungstensors an.
3.4.1 Koordinatenzerlegung
An dieser Stelle werden die relevanten Beziehungen aus dem Abschnitt 2.2 wegen der abwei-
chenden Kennzeichnung für makroskopische Größen wiederholt aufgeführt. Die Cosserat-




Ekl = Ul,k + elkpΦp und (3.19a)
Kkl = Φl,k (3.19b)
angeben. Auch die Zerlegung der Cosserat-Verzerrung














(Ul,k + Uk,l) (symmetrischer Anteil) und (3.20b)
E[kl] = eklmΘm (antisymmetrischer Anteil) (3.20c)
sowie die Interpretation des antisymmetrischen Anteils als Relativverdrehung, ist aus dem
Abschnitt 2.2.1 (vgl. Gleichung (2.23)) bekannt. Die darin enthaltenen drei unabhängigen
Koordinaten Θm=Rm−Φm der antisymmetrischen makroskopischen Verzerrung E[kl] wer-
den nachfolgend als makroskopische Relativverdrehungen bezeichnet. Eine vollständige Be-
schreibung der makroskopischen Verzerrung liefert somit insgesamt neun linear unabhängige
Deformationszustände, die sich aus je drei Zug- und Schubfällen und den zusätzlichen Re-
lativverdrehungen zusammensetzen.













δklΦp,p (Kugelanteil) und (3.21b)
K〈kl〉 = Φl,k −
1
3
δklΦp,p (Deviatoranteil) . (3.21c)
Neben den sechs unabhängigen Biegungen treten zwei deviatorische Torsionen und eine
sphärische Krümmung auf [24]. Letztere lässt sich über die einzige unabhängige Koordinate
des Kugeltensors K⌊pp⌋ = Φp,p = K charakterisieren. Insgesamt unterscheidet die erwei-
terte Homogenisierungsmethode für das mikropolare homogene Ersatzkontinuum 18 linear
unabhängige Deformationszustände.
Mit Hilfe der Gleichungen (3.16a) und (3.16b) gelingt die Abbildung makroskopischer Ver-
schiebungs- und Rotationsfelder in Form von mikroskopischen Verschiebungen. Unabhängig





〉 = 〈(·),k〉 . (3.22)
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Infolgedessen lassen sich die makroskopischen Verschiebungen durch











Dkpqrs〈xpxqxrxs〉+ 〈uFk 〉 (3.23b)
und die makroskopischen Rotationen über
















darstellen. Damit die Deformationsgrößenmethode angewendet werden kann, verbleibt die
Identifikation der Ansatztensoren für die unabhängigen Koordinaten des zerlegten Verzer-
rungs- und Krümmungstensors. Ziel ist es, die entkoppelten Zustände – nachfolgend auch
als Moden bezeichnet – durch jeweils einen Ansatztensor zu beschreiben. So sollen die sym-
metrischen Verzerrungsmoden ausschließlich über den Ansatztensor (2)A, die antisymmetri-
schen Relativrotationen mit Hilfe des Tensors (4)C, die sphärische Krümmung über Tensor
(5)D und die deviatorischen Krümmungen durch den Ansatztensor (3)B angeregt werden.
Aufgrund der Wahl Xk = 0 ist aus dem vorangegangenen Abschnitt 3.2 bereits die Bezie-
hung 〈yk〉 = 〈xk〉 = 0 bekannt. Des Weiteren dienen die Abkürzungen
Ikl = 〈xkxl〉 , (3.25a)
Tklm = 〈xkxlxm〉 = 0 , (3.25b)
Tklmn = 〈xkxlxmxn〉 und (3.25c)
Tklmnp = 〈xkxlxmxnxp〉 = 0 (3.25d)
der übersichtlichen Schreibweise. Eine hinreichende Bedingung für das Verschwinden der
Tensoren (3)T und (5)T ist, dass das RVE ein spatförmiges Gebiet mit parallelen Seitenflächen
umfasst (Parallelepiped).
Wird der Spezialfall des würfelförmigen RVE mit der Kantenlänge LRVE betrachtet, lauten








L2RVE δkl . (3.26b)
In den nachfolgenden Gleichungen beschränkt sich die Argumentation zur Identifikation
der Ansatztensoren auf die Betrachtung des polynomialen Verschiebungsanteils uPk aus dem
Ansatz (3.17). Die Diskussion der im Allgemeinen vorhandenen Fluktuationsterme erfolgt




Der symmetrische Anteil des makroskopischen Verzerrungstensors besitzt sechs wesentliche
unabhängige Koordinaten. Durch die Anwendung von Gleichung (3.16a) in Kombination

























worin die partielle Ableitung









enthalten ist. Dieser Teil der Homogenisierung entspricht für verschwindende Tensoren (3)B,
(4)C und (5)D der klassischen Deformationsgrößenmethode mit linearem Verschiebungsansatz.
Unabhängig davon entfallen in Gleichung (3.27), durch die Wahl des Koordinatenursprunges
und mit der Beschränkung auf spatförmige RVE, die Terme mit den Tensoren (3)B und (5)D





Akl + Alk +
1
2




CklpqIqp = 0 (3.30)
gelten muss, damit auch bei Vorgabe eines beliebigen Tensors (4)C keine symmetrischen
Verzerrungen entstehen und somit die Deformationsmoden entkoppelt sind. Die Herleitung














〈uFk,l + uFl,k〉 , (3.31c)
in der die Verzerrungsgröße in einen polynomialen und einen fluktuationsbasierten Anteil
zerlegt ist, folgt die Identität des symmetrischen Anteils von (2)A und des polynomialen
Anteils der makroskopischen symmetrischen Verzerrungskoordinaten EP(kl). Infolgedessen






Von Gleichung (3.20c) ausgehend sind die Koordinaten des Relativverdrehungsvektors durch




empqUq,p − Φm (3.32)
























J−1mi + eipq〈uFq xp〉J−1mi (3.33b)









CqrstTrstp + 〈uFq xp〉
)
J−1mi (3.34)
für die Relativverdrehungen. Hierin enthalten sind neben den Fluktuationstermen auch




mi = 0 (3.35)
erfüllt sein, damit die Vorgabe eines beliebigen symmetrischen Tensors (2)A keine antisym-
metrischen Verzerrungsanteile liefert. Die Betrachtung des polynomialen Anteils aus Glei-
chung (3.34) mit der Annahme, dass die Zwangsbedingungen (3.30) und (3.35) nicht verletzt
sind, führt auf die Konstruktion des Tensors (4)C, welcher in Abhängigkeit von der Geometrie















empq〈uFq,p〉 − eipq〈uFq xp〉J−1mi (3.36c)
abbildet.
3.4.4 Sphärische Krümmung
Der Kugeltensor ist als Ausgangspunkt für die Diskussion der Anteile des zerlegten Krüm-
mungstensors geeignet, da er sich durch eine einzige unabhängige Koordinate ausdrücken
23
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lässt. Der Zustand, welcher durch die Spur K = K⌊pp⌋ = Φp,p beschrieben ist, wird als
sphärische Krümmung bezeichnet und ausschließlich durch den Ansatztensor (5)D abgebil-






woraus wegen 〈xp〉 = 0 und J−1km,l = 0 (Nachweis siehe Anhang B.2), mit dem Verschie-
bungsansatz (3.17)












































DqrstiTrsti + 〈uFq 〉
)
J−1km (3.39)
















DqrstiTrsti + 〈uFq 〉
)
J−1jm (3.40)
ausdrücken. Durch die vollständige Symmetrie des Geometrietensors (2)J
−1, verschwindet der
Term um das zweite Permutationssymbol. Infolgedessen ist die Trennung des polynomialen
und des fluktuationsbasierten Anteils über









KF = empq〈uFq,jxp〉J−1jm (3.41c)
anzugeben. Um die Entkopplung der Zustände zu gewährleisten, muss die Spur für belie-





































lassen sich alle Koordinaten des Kugeltensors berechnen.
3.4.5 Deviatorische Krümmungen
Mit Hilfe des Ansatztensors (3)B soll der deviatorische Anteil des makroskopischen Krüm-
mungstensors




repräsentiert werden. Aus der Diskussion der sphärischen Krümmung ist bereits die Zwangs-












































für den in polynomialen und fluktuationsbasierten Anteil zerlegten Krümmungsdeviator
folgt. Bei der Vorgabe beliebiger zulässiger Ansatztensoren (5)D ist das Auftreten devia-
torischer Beiträge auszuschließen, wobei der Spurterm selbst wegen Gleichung (3.43b) nicht
































aufteilen lässt. Aufgrund der nichtverschwindenden Spur müssen die beiden Terme in Glei-
chung (3.47a) identisch sein, was jedoch unabhängig von der Beziehung (3.47b) realisierbar
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für die Koordinaten des Krümmungsdeviators.
3.5 Identifikation der Ansatztensoren
Die makroskopischen Deformationszustände sind mit Hilfe der Gleichungen (3.16) und des
Verschiebungsansatzes (3.17) ausgedrückt und über die Definition von Zwangsbedingungen
entkoppelt. Somit verbleibt die Identifikation der Koordinaten der Ansatztensoren. Für die


















durch die unabhängigen Koordinaten der makroskopischen Verzerrungs- und Krümmungs-
tensoren an. Hierin enthalten sind die wesentlichen Koordinaten der antisymmetrischen
Spannung Σ́m, die über die Beziehung Σ[kl] = eklmΣ́m definiert sind, sowie die Spur des
Momentenspannungstensors M = Mpp = M⌊pp⌋ und die bereits eingeführte Spur des Krüm-
mungstensors K = Kpp = K⌊pp⌋. Erfolgt für die Verzerrungsenergie ebenfalls die Trennung
in polynomialen und fluktuationsbehafteten Anteil, so lautet der polynomiale Teil nach













































































3.5 Identifikation der Ansatztensoren
ist der fluktuationsbehaftete Teil der Verzerrungsenergie gegeben. Die bei der Aufstellung



















Die Einhaltung dieser Zwangsbedingungen kann durch weitere Einschränkungen hinsichtlich
des betrachteten Gebietes gesichert werden, da mit Hilfe der Ansatztensoren die makrosko-
pischen Deformationsmoden abzubilden sind. Bereits die Bedingung (3.52a) verlangt das
Verschwinden des antisymmetrischen Anteils des Produktes der jeweils vollständig sym-
metrischen Tensoren (2)A, (2)I und (2)J , wobei der Tensor (2)A nach Beachtung der Glei-
chungen (3.50) und (3.49) bereits über
Akl = Alk = E
P
(kl) (3.53)
mit dem symmetrischen Anteil des makroskopischen Verzerrungstensors identifiziert ist. So-
mit verbleibt nur die Anpassung der Koordinaten von (2)I und (2)J und damit die Einschrän-









lässt sich die Besetzung des Tensors (2)I motivieren. Da der Index m frei ist und dadurch
die Symmetrie von (2)J nicht weiter ausgenutzt werden kann, muss die Verjüngung AprIrq
ein vollständig symmetrisches Zwischenergebnis im Indexpaar pq liefern. Erreicht wird
dies für beliebige, symmetrische Tensoren (2)A nur, wenn (2)I in Hauptachsenform vorliegt
und zusätzlich alle Hauptwerte identisch sind. Infolgedessen eignet sich ausschließlich ein
würfelförmiges Gebiet für die vorgestellte Methode, da in diesem Fall beide Geometrieten-
soren (2)I und (2)J über die Beziehungen








durch jeweils eine Konstante und den Koordinaten des Einheitstensors 2. Stufe definiert



























Während die Gleichung (3.56a) durch die bereits erfolgte Identifikation des Ansatztensors
(2)A und (3.56b) durch die Symmetrie des Tensors (3)B im hinteren Indexpaar mp (vgl. Glei-
chungen (3.18)) erfüllt sind, erfordern die verbleibenden Zwangsbedingungen weiterführende
Betrachtungen. Vorerst bietet sich jedoch die Identifikation der Tensorkoordinaten von (3)B
an, mit dem der deviatorische Anteil der makroskopischen Krümmung abgebildet werden
soll. Unter der Voraussetzung, dass die weiteren Zwangsbedingungen nicht verletzt sind,








Eine Möglichkeit zur Identifikation der Koordinaten des Tensors (3)B besteht darin, für die
Spur im hinteren Indexpaar Bqrr = 0 zu fordern und somit eine einfache Beziehung aus
dem verbleibenden Term zu erhalten. Die zugehörige Lösung existiert jedoch nur für den
vollständig symmetrischen Anteil des makroskopischen Krümmungsdeviators, was hinsicht-


















ist eine mögliche Lösung der Gleichung (3.57), welcher keine weitere Zusatzbedingung oder
Einschränkung erfordert und die Tensorkoordinaten von (3)B bei Vorgabe beliebiger Koor-
dinaten des vollständigen Krümmungsdeviators liefert. Der entsprechende Lösungsnachweis
und der Beweis, dass auch die Symmetrie Blnp = Blpn durch den Ansatz (3.58) erfüllt ist,
befindet sich im Anhang B.3.
Die Identifikation der verbleibenden Tensoren (4)C und (5)D motiviert die Definition eines
fünfstufigen Geometrietensors (5)S. Mit ihm ist es bei geeigneter Besetzung möglich, so-
wohl die Relativrotationen als auch die Mode der sphärischen Krümmung abzubilden und
zusätzlich die Entkopplungsbedingungen einzuhalten. Für ein würfelförmiges Gebiet mit
28
3.5 Identifikation der Ansatztensoren





S̃lpqrn = al [ bncpcqcr + brcpcqcn + bqcpcrcn + bpcqcrcn
−cnbpbqbr − crbpbqbn − cqbpbrbn − cpbqbrbn]
+ bl [ cnapaqar + crapaqan + cqaparan + cpaqaran
−ancpcqcr − arcpcqcn − aqcpcrcn − apcqcrcn]
+ cl [ anbpbqbr + arbpbqbn + aqbpbrbn + apbqbrbn
−bnapaqar − brapaqan − bqaparan − bpaqaran] . (3.59b)
Mit Hilfe der dimensionslosen Tensoren
ak = δ1k , bk = δ2k , ck = δ3k (3.60)
weist (5)S die Eigenschaften
Slpqrn = Slqprn = Slqrpn = Slqrnp = Slprqn = Slprnq = Slpqnr und (3.61a)
0 = SlpqrnIrn = Î Slpqrnδrn = Î Slpqrr (3.61b)
auf. Des Weiteren gilt für einen Würfel
Tqrnk = 〈xqxrxnxk〉
= IqrInk + IqnIrk + IqkIrn −
L4RVE
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[aqaranak + bqbrbnbk + cqcrcnck] , (3.62)








als vollständig antisymmetrischer Tensor dritter Stufe präsentiert.
Eine Verwendung von (5)S im Ansatz für den Tensor (4)C hat nach Gleichung (3.61b) direkt
die Erfüllung der Entkopplungsbedingung (3.56c) zur Folge. Der Koeffizientenvergleich von







welche mit Hilfe des eingeführten Geometrietensors (5)S und der Würfeleinschränkung zu
Clpqr = −60L3RVEΘmSmlpqr (3.65)
umgeformt werden kann. Damit sind die Koordinaten der lokalen Verschiebungen aus dem
Ansatz (3.17) für die Vorgabe der Relativrotationen Θm bekannt.
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Es verbleibt die Identifikation des Ansatztensors (5)D zur Abbildung der sphärischen Krüm-







für die Spur des makroskopischen Krümmungstensors. Eine mögliche Lösung unter Nutzung
des Geometrietensors (5)S ist:
Dlpqrn = −20L3RVEKSlpqrn . (3.67)
3.6 Identifikation des Materials
Unter der Voraussetzung eines geeigneten Materialgesetzes, lassen sich mit Hilfe des erwei-
terten Energiekriteriums (3.3b) volumengemittelte Werte für ΣPkl und M
P
kl aus den lokalen
Spannungsfeldern ermitteln, welche zur Identifikation der Materialsteifigkeiten genutzt wer-
den. Das in dieser Arbeit auf der Makroskala verwendete mikropolare, linear elastische Ma-
terialverhalten vereinfacht sich im Falle einer zentrosymmetrischen Mikrostruktur, da die
Koppeltensoren (4)R
(1) und (4)R
(2) aus den Gleichungen (3.4) verschwinden. Im Folgenden
















































hergeleitet, welche mit Hilfe der identifizierten Ansatztensoren über einen Koeffizienten-
vergleich möglich sind. Dabei beschränkt sich die Argumentation auf den jeweils betrach-
teten Term von WPHEM.
3.6.1 Symmetrische Volumenmittel
Die sechs symmetrischen Koordinaten des makroskopischen Verzerrungstensors EP(kl) stellen
sechs Lastfälle mit entsprechenden lokalen Spannungsfeldern dar. Unter den Bedingungen
EP[kl] = 0 und K
P
kl = 0 können über das Mittelungstheorem die symmetrischen Anteile

















3.6 Identifikation des Materials
und für verschwindende Ansatztensoren (3)B, (4)C und (5)D schließlich
ΣP(kl)E
P
(kl) = Alk〈σkl〉 = EP(kl)〈σkl〉 , (3.71)
da mit Gleichung (3.31b) die Beziehung Akl = Alk = E
P
(kl) bereits bekannt ist. Infolgedessen
lässt sich das symmetrische Volumenmittel als
ΣP(kl) = 〈σkl〉 (3.72)
schreiben.
3.6.2 Antisymmetrische Volumenmittel
Den drei Relativrotationen ΘPm sind die drei unabhängigen Koordinaten Σ́
P
m der antisymme-
trischen makroskopischen Spannung über die Verzerrungsenergie zugeordnet. Für EP(kl) = 0
und KPkl = 0 verbleibt nur der zweite Term aus Gleichung (3.68). Mit Hilfe des Ansatzten-
sors (4)C, welcher in Gleichung (3.65) definiert ist, lassen sich die drei Verzerrungsmoden
anregen, wenn gleichzeitig die anderen Ansatztensoren zu Null gesetzt werden. Aus der















die Identifikation der antisymmetrischen Spannungen
Σ́Pm = −15L3RVESmlkpq〈σklxpxq〉 (3.75)
liefert. Eine vollständige Bestimmung der Materialsteifigkeiten erfordert das Umrechnen




Bei gleichzeitiger Forderung von EPkl = 0 und K
P
〈kl〉 = 0 ist die sphärische Krümmungsmode
KP⌊pp⌋ = K
P über den Ansatztensor (5)D aus Gleichung (3.67) anzuregen. Wiederum aus-
gehend von Gleichung (3.68) und (3.69) mit verschwindenden Ansatztensoren (2)A, (3)B und







die Spur des Momentenspannungstensors mit
MP = −10L3RVESlkpqr〈σklxpxqxr〉 (3.77)
angegeben werden, woraus über die entsprechende Zerlegungsgleichung sämtliche Koor-




Mit Beschränkung auf deviatorische Krümmungsmoden durch EPkl = 0 und K
P
⌊kl⌋ = 0
können diese durch den Ansatztensor (3)B mit der Definitionsgleichung (3.58) angeregt wer-
den. Die zugehörige Lösung der resultierenden Energieäquivalenz
MP〈kl〉K
P









3.7 Definition der Materialtensoren
Um die Koordinaten der Materialtensoren für das linear elastische Cosserat-Material
zu erhalten, sind weitere Umformungen der Volumenmittelwerte notwendig. Aufgrund der
Entkopplung der makroskopischen Verzerrungszustände enthalten die Volumenmittelwerte
Kombinationen der Materialsteifigkeiten oder aber die Koordinaten von Teiltensoren mit
bestimmten Eigenschaften. Nachfolgend wird die Ermittlung der Materialtensoren demons-
triert. Weiterhin sind der Tabelle 3.1 die Kennzeichnungen der Lastfälle und die jeweils zu-
gehörigen Vorgaben der von Null verschiedenen makroskopischen Verzerrungs- und Krüm-
mungsgrößen zu entnehmen. Im Anhang B.4 findet sich die Auflistung der resultierenden
Verschiebungskoordinaten für jeden Lastfall unter Nutzung der in Abschnitt 3.5 identifi-
zierten Ansatztensoren.
Tabelle 3.1: Lastfallvorgaben und Kennzeichnung
Name Vorgabe Name Vorgabe
Zug1 E(11) = 1 Tors1 K〈11〉 = −K〈33〉 = 1/mm
Zug2 E(22) = 1 Tors2 K〈22〉 = −K〈33〉 = 1/mm
Zug3 E(33) = 1 Bieg12 K〈12〉 = 1/mm
Schub23 E(23) = E(32) = 1 Bieg21 K〈21〉 = 1/mm
Schub13 E(13) = E(31) = 1 Bieg13 K〈13〉 = 1/mm
Schub12 E(12) = E(21) = 1 Bieg31 K〈31〉 = 1/mm
Rel1 Θ1 = E[23] = −E[32] = 1 Bieg23 K〈23〉 = 1/mm
Rel2 Θ2 = E[31] = −E[13] = 1 Bieg32 K〈32〉 = 1/mm
Rel3 Θ3 = E[12] = −E[21] = 1 Spur K⌊pp⌋ = K = 1/mm
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3.7.1 Materialtensor (4)G
Die den symmetrischen und antisymmetrischen Verzerrungsmoden zugeordneten Volumen-
mittelwerte liefern im Fall der verschwindenden Krümmungen KPkl = 0 Informationen zur
Identifikation der symmetrischen und antisymmetrischen Teiltensoren, welche in Summe
den gesamten Materialtensor (4)G ergeben. Anhand der Zerlegung der Spannungen und An-
wendung der makroskopischen konstitutiven Beziehungen
Σ(kl) = G(kl)(pq)E(pq) + G(kl)[pq]E[pq] , (3.80a)
Σ[kl] = G[kl](pq)E(pq) +G[kl][pq]E[pq] (3.80b)
verdeutlichen sich die Zusammenhänge zwischen den Tensorkoordinaten und den Volu-
menmitteln entsprechend der jeweiligen Verzerrungsmode. Wie aus der zerlegten Form der
Verzerrungsenergiedichte aus Gleichung (3.68) ersichtlich ist, liefern symmetrische Verzer-
rungen mit antisymmetrischen Spannungen und antisymmetrische Verzerrungen mit sym-
metrischen Spannungen keinen Beitrag. Somit kann das Mittelungstheorem explizit nur zur
Identifikation der vollständig symmetrischen und antisymmetrischen Teiltensorkoordina-
ten G(kl)(pq) und G[kl][pq] verwendet werden. Die Ermittlung der verbleibenden Teiltensoren
G(kl)[pq] und G[kl](pq) erfolgt über die Gleichungen (3.80).
Alternativ dazu lässt sich mit Hilfe des Mittelungstheorems der komplette Tensor (4)G iden-
tifizieren, wenn sowohl symmetrische als auch antisymmetrische Verzerrungsmoden kombi-
niert auftreten. Mit der Einarbeitung der Zerlegungen zeigt die Beziehung
ΣklEkl = Σ(kl)E(kl) + Σ[kl]E[kl]
= G(kl)(pq)E(pq)E(kl) +G(kl)[pq]E[pq]E(kl)
+ G[kl](pq)E(pq)E[kl] +G[kl][pq]E[pq]E[kl] , (3.81)
dass bei gleichzeitiger Vorgabe von symmetrischen und antisymmetrischen Lastfällen das
erweiterte Hill-Mandel-Kriterium zur Materialidentifikation sämtlicher Teiltensoren aus-
reicht. Die zuvor aus den entkoppelten Lastfällen ermittelten Steifigkeiten lassen sich damit
auf ihre Plausibilität überprüfen.
Am Beispiel des symmetrischen Lastfalles Schub23 soll die Ermittlung der Tensorkoordina-
ten demonstriert werden. Durch die Vorgabe von E(23) = E(32) = 1 liefert die Auswertung
des Mittelungstheorems über die symmetrischen Volumenmittel Σ(kl) = 〈σkl〉 insgesamt
sechs Ergebnisse, welche in den gemischten Indizes ebenfalls Symmetrie aufweisen. Eine
direkte Identifikation der Tensorkoordinate G(23)(23) ist somit nicht möglich. Im Volumen-
mittel ΣSchub23(23) findet sich vielmehr die Summe G(23)(23)+G(23)(32), welche gleichzeitig wegen
ΣSchub23(32) = Σ
Schub23
(23) der Summe G(32)(23) +G(32)(32) entspricht. Infolgedessen sind hieraus nur
die Koordinaten des vollständig symmetrischen Teiltensors ermittelbar. Neben den sym-
metrischen Volumenmitteln können bei diesem Schublastfall auch von Null verschiedene
Werte für die antisymmetrischen Volumengrößen ΣSchub23[kl] auftreten. Mit Hilfe der Glei-
chungen (3.80) ergeben sich die Teiltensorkoordinaten G[kl](23) nach der Umrechnung der





Analog verläuft die Identifikation für die antisymmetrischen Verzerrungsmoden. Mit Hilfe
der Informationen aus den antisymmetrischen Volumenmitteln, erfolgt die Ermittlung des
vollständig antisymmetrischen Anteils des Materialtensors (4)G. Die Relativrotation Rel1
gibt als antisymmetrische Verzerrung E[23] = −E[32] = 1 vor und liefert mit den antisym-
metrischen Volumenmitteln ΣRel1[kl] die Möglichkeit zur Identifikation der vollständig anti-
symmetrischen Teiltensorkoordinaten G[kl][23]. Schließlich sind über die Gleichungen (3.80)
mit Hilfe der symmetrischen Größen ΣRel1(kl) die Koordinaten G(kl)[23] bestimmbar.
Die aus dem in Abschnitt 2.3.2 vorausgesetzten Potentialcharakter des Materialmodells
resultierenden Symmetriebedingungen (2.38) sind nachfolgend unter dem Begriff Potential-
symmetrie zu verstehen. Dieser Potentialcharakter ermöglicht es, die Teiltensoren über die
zweiten Ableitungen des Potentials zu ermitteln. Aus den zerlegten konstitutiven Bezie-









































Verwendung finden. Durch die Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen sind die Sym-
metrien G(kl)(pq) = G(pq)(kl) und G[kl][pq] = G[pq][kl], sowie G(kl)[pq] = G[pq](kl) offensicht-
lich. Hieraus lassen sich Bedingungen formulieren, die für die Sicherstellung der Potential-
symmetrie von den ermittelten Volumenmittelwerten erfüllt werden müssen.
Die Untersuchung der physikalischen Zulässigkeit des Gesamttensors im Sinne einer positiv






ermittelt werden. Dabei muss stets λG > 0 gelten. Zur Probe des für einen Tensor charak-
teristischen Transformationsverhaltens beim Wechsel des Koordinatensystems werden in
Parameterstudien die Materialtensoren von RVE mit unterschiedlich orientierten Koordi-
natensystemen und die jeweils transformierten Tensoren einer Ausgangskonfiguration ver-
gleichend gegenübergestellt. Im Speziellen soll die reine Drehung des Basissystems
G̃klmn = ckpclqcmrcnsGpqrs (3.85)
Anwendung finden, in der die Transformationskoeffizienten ckl die Richtungskosinusse der
zugehörigen Basisvektoren symbolisieren.
Die Besetzungen sämtlicher aus den Tensoren resultierenden Matrizen befinden sich im
Anhang B.5.1.
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3.7.2 Materialtensor (4)H
Im Falle der verschwindenden makroskopischen Verzerrungen Ekl = 0 lauten die zerlegten
konstitutiven Beziehungen für die Momentenspannungen:
M〈kl〉 = H〈kl〉〈pq〉K〈pq〉 +H〈kl〉⌊pq⌋K⌊pq⌋ , (3.86a)
M⌊kl⌋ = H⌊kl⌋〈pq〉K〈pq〉 +H⌊kl⌋⌊pq⌋K⌊pq⌋ . (3.86b)





















und der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen, liefert die Potentialsymmetrie die





Eine Trennung von Deviator und Kugelanteil erfordert bei der Identifikation der Material-
steifigkeiten aus den Volumenmittelwerten die Behandlung der Tensorkoordinaten mit glei-
chen Indexpaaren. Analog zur Überlegung im vorangegangenen Abschnitt enthalten die
zugeordneten Volumenmittelwerte bei Vorgabe der Krümmungsmoden Informationen über
die Koordinaten der Teiltensoren, die in Summe den Gesamtmaterialtensor (4)H ergeben.
DesWeiteren erfolgt die Ermittlung der Teiltensorkoordinaten mit Hilfe des Mittelungstheo-
rems und des Materialgesetzes durch Vorgabe entkoppelter Moden. Die alternative Iden-
tifikation durch Realisierung kombinierter Krümmungsmoden ist an dieser Stelle ebenfalls
durchführbar und wird im Rahmen der Parameterstudien zur Kontrolle herangezogen.
Anhand der deviatorischen Krümmungsmoden lässt sich das Vorgehen bei der Ermittlung
der Materialwerte demonstrieren. Die Deviatoreigenschaft fordert das Verschwinden der
Spuren M〈pp〉 = 0 und K〈pp〉 = 0. Für alle Krümmungsmoden mit m 6= n lassen sich
die Volumenmittel mit k 6= l direkt in den Teiltensor H〈kl〉〈mn〉 übernehmen. Konkret
bedeutet dies bei Vorgabe des Biegelastfalles Bieg12 über K〈12〉 = 1/mm, dass wegen
MBieg12〈12〉 = H〈12〉〈12〉K〈12〉 das Volumenmittel M
Bieg12
〈12〉 identisch mit der Tensorkoordinate
H〈12〉〈12〉 ist. In gleicher Weise sind die weiteren Teiltensorkoordinaten aus den Volumenmit-
teln MLF〈kl〉 zu den jeweiligen deviatorischen Biegelastfällen LF ermittelbar. Die Betrachtung
der deviatorischen Torsionen Tors1 und Tors2 weicht hiervon ab. So hat die Spurfreiheit
die wichtige Konsequenz, dass sowohl die Summen H〈pp〉〈mn〉 als auch H〈kl〉〈qq〉 identisch Null
sind. Der Lastfall Tors1 mit der Vorgabe K〈11〉 = −K〈33〉 = 1/mm ergibt beispielsweise
MTors1〈11〉 = H〈11〉〈11〉 −H〈11〉〈33〉 und
MTors1〈22〉 = H〈22〉〈11〉 −H〈22〉〈33〉 .
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3 Homogenisierung
Nach der Lösung eines linearen Gleichungssystems liegen die Teiltensorkoordinaten vor,
welche die Symmetrie- und Nebenbedingungen aus der Potentialsymmetrie und das be-
reits eingeführte Kriterium für die physikalische Zulässigkeit λH> 0 erfüllen müssen. Die






ermittelt. Des Weiteren ist das Transformationsverhalten des Gesamttensors zu unter-
suchen. Koiter diskutiert in [43] die Eigenschaften der Tensoren der Momentenspannung
und der Krümmung und charakterisiert sie dabei als Pseudotensoren unter Angabe der
entsprechenden Transformationsgesetze. Die Anwendung dieser Vorschriften auf die ver-
wendeten, mikropolaren konstitutiven Beziehungen zeigt, dass der Materialtensor (4)H das
Transformationsverhalten eines Tensors aufweisen muss, da es sich bei diesen Material-
beziehungen um eine objektive Formulierung handelt. Als Testfall dient demnach wie zuvor
eine Drehung des Basissystems
H̃klmn = ckpclqcmrcnsHpqrs . (3.90)
Die Besetzungen der zugehörigen Teilmatrizen sind im Anhang B.5.2 enthalten.
3.8 Diskussion der Fluktuationsterme
Sowohl die Identifikation der Ansatztensoren des Verschiebungsansatzes (3.17) als auch die
Ermittlung der Definitionsgleichungen der volumengemittelten makroskopischen Größen
beschränken sich auf den polynomialen Anteil des lokalen Verschiebungsfeldes. Zu jeder
der vier Gruppen von entkoppelten Deformationsmoden wurden die entsprechenden Fluk-
tuationsterme angegeben und sollen an dieser Stelle für die Diskussion zusammenfassend


























Gelingt es, dem polynomialen Verschiebungsfeld ein Fluktuationsfeld zu überlagern, welches
diese Gleichungen erfüllt, so lassen sich die Verschiebungsansätze für die Verzerrungsmoden
an den Knoten der Außenflächen des RVE aufbringen und die Materialsteifigkeiten aus den
Volumenmitteln identifizieren. Jedoch besteht hinsichtlich der Gestalt der Fluktuationsfel-
der und der Form und Größe der verwendeten RVE weiterer Forschungsbedarf. In Forest
und Trinh [28] werden verschiedene Ansätze analysiert und Konvergenzuntersuchungen
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für zweidimensionale Probleme durchgeführt. Die Autoren zeigen, dass bei Verwendung
von Polynomen höherer Ordnung und gleichzeitiger Aufbringung der Verschiebungsvorga-
ben auf der Oberfläche des betrachteten Volumens, das Fluktuationsfeld sogar bei einem
homogenen Medium auf der Mikroebene nicht verschwindet (vgl. Abbildung 4 in [28]).
Außerdem werden periodische Fluktuationsfelder diskutiert, deren Annahme aus der klas-
sischen Homogenisierung mit periodischen Randbedingungen motiviert ist. Mit Hilfe der
Konvergenzuntersuchungen ist es möglich nachzuweisen, dass die auftretenden Fluktuatio-
nen bei den höheren Deformationsmoden keinen periodischen Charakter aufweisen und sich
teilweise sogar antiperiodisch ausbilden (vgl. Abbildung 2 in [28]). Diese Diskussion wird
in der vorliegenden Arbeit für den dreidimensionalen Fall aufgegriffen.
Nachfolgend werden zwei Varianten der Verschiebungsvorgaben angewendet und verglei-
chend gegenübergestellt. Zum einen die Gebietsvorgabe (GV) und zum anderen die Rand-
vorgabe (RV). Während die Gebietsvorgabe sämtliche Fluktuationen im gesamten RVE
ausschließt und somit Lösungsanteile durch die Fluktuationsfelder und deren Gradienten
nicht auftreten können, verhindert die Randvorgabe das Auftreten von Fluktuationen nur
auf den Randflächen des RVE. Bei der Diskussion dieser Varianten ist zu beachten, dass die
Gebietsvorgabe im Rahmen einer klassischen Homogenisierung der in Nemat-Nasser und
Hori [56] beschriebenen Methode von Voigt ähnelt, welche das Erfüllen des mechanischen
Gleichgewichtes ohne Auftreten von Volumenkraftgrößen nicht sicherstellen kann und die
ermittelten Materialwerte quantitativ zu hoch ausfallen. Diesem einschränkenden Fakt steht
gegenüber, dass die Charakteristik der Fluktuationsfelder noch nicht hinreichend bekannt
und somit ihr Einfluss auf die Lösung und folgerichtig auf die ermittelten Materialparameter
nicht abschätzbar ist. Ein Erfüllen der Gleichgewichtsbedingungen bei gleichzeitigem Ver-
schwinden sämtlicher Fluktuationen ist jedoch nicht möglich. Unter diesen Gesichtspunkten
werden die ermittelten Ergebnisse anhand von verschiedenen RVE diskutiert.
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4 Formulierung und Verifikation der
Cosserat-Elemente
4.1 Prinzip vom Minimum des mikropolaren, elastischen
Gesamtpotentials
Das Prinzip der virtuellen Arbeit (PvA) ist häufig Ausgangspunkt für die Entwicklung nu-
merischer Methoden zur näherungsweisen Lösung von Randwertaufgaben. Weisen sowohl
die äußeren Lasten als auch die Schnittgrößen Potentialcharakter auf, kann alternativ auch
das Prinzip vom stationären Wert des elastischen Gesamtpotentials (PeGP) verwendet wer-
den. Beides sind Variationsprinzipe auf denen bestehende Finite Element Formulierungen
für Cosserat-Kontinua basieren. In Nakamura et al. [53] beispielsweise wird das PeGP
ausgehend vom PvA hergeleitet. Während die Autoren in [40] und [7] sich auf das PvA
beziehen, nutzen Providas und Kattis [58, 59] oder aber Li und Xie [45] und Huang et
al. [38] das PeGP. Da in der vorliegenden Arbeit ausschließlich linear elastische Material-
beschreibungen Anwendung finden und außerdem äußere Lasten als Totlasten und daraus
resultierend als Potentiallasten zu verstehen sind, beschränken sich die Ausführungen in
diesem Abschnitt auf das PeGP.







(σklεkl + µklκkl) dV −
∫
Ω






gegeben. Darin enthalten sind die Vektoren der spezifischen Kräfte (1)f und Momente (1)l,
sowie die auf dem Rand ΓN vorgegebenen Oberflächenlasten (1)σ
n und (1)µ
n. Die notwendige





(σklδεkl + µklδκkl) dV −
∫
Ω





kδϕk) dA . (4.2)
Identische Gleichungen ergeben sich bei Verwendung des Prinzips der virtuellen Arbeit,
dessen Herleitung im Anhang A.2 enthalten ist.
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4.2 Finite Elemente Formulierung
Aufgrund der Tatsache, dass die folgenden Gleichungen stets in Matrix-Vektor-Schreib-
weise aufgestellt und auch die auftretenden Tensoren höherer Stufe als Matrizen formuliert
werden, sei an dieser Stelle auf eine abweichende Kennzeichnung von Vektoren und Matri-
zen zurückgegriffen. So stehen fettgedruckte kleingeschriebene Symbole für mathematische
Vektoren und fettgedruckte großgeschriebene Symbole für Matrizen.







und formuliert für die unbekannten Feldgrößen lokale Ansätze, mit denen die Interpolation
von Gebietslösungen aus Knotenwerten möglich ist. Speziell für das in der vorliegenden
Arbeit behandelte Cosserat-Kontinuum lautet der Freiwertvektor uCoss für das Element
uCoss = [u1 u2 u3 ϕ1 ϕ2 ϕ3]
T , (4.4)







aus den Knotenfreiwertvektoren û(k) approximiert wird. Darin steht nK für die Gesamt-
anzahl der im Element vorhandenen Knoten. Das Zusammenfassen der Knotenfreiwertvek-
toren zu einem Gesamtknotenfreiwertvektor ûe des Elementes mit der Anordnung
ûe =
[












3 . . .
]T
(4.6)
ermöglicht die verkürzte Matrix-Vektor-Darstellung des Ansatzes
uCoss = N ûe . (4.7)
Weiterhin lassen sich die Cosserat-Verzerrungsmaße mit Hilfe einer erweiterten Voigt-
Notation der Form
ε = [ε11 ε22 ε33 ε23 ε32 ε13 ε31 ε12 ε21]
T











ûe = Bûe (4.9)
angeben. Die Matrix B enthält die Ansatzfunktionen und deren Ableitungen entsprechend
der in Gleichung (2.22) definierten, kinematischen Beziehungen. Um für das linear elastische
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Materialgesetz eine kompakte Matrix-Vektor-Schreibweise zu erhalten, werden auch die















































































darstellen. Nach Ausführung der ersten Variation δΠ = 0 als notwendige Bedingung für
den stationären Wert des elastischen Gesamtpotentials















und der Assemblierung des Gesamtsystems nach Gleichung (4.3), wodurch die Kompa-
tibilität der Knotenverschiebungen sowie das Gleichgewicht der Knotenlasten sichergestellt
werden, lautet das resultierende lineare Gesamtgleichungssystem:





Der Anhang A.2.1 enthält die ausführliche Herleitung dieser Gleichungen anhand der An-
wendung des PvA. Entsprechend des verwendeten Elementtyps ist die durch die mikropolare
Erweiterung resultierende Dimension der Elementsteifigkeitsmatrix dim(Ke) = (6× 6) nK.
4.2.1 Lineares Cosserat-Element Coss3D8
In der vorliegenden Arbeit erfolgt die Vorstellung von zwei Finiten Elementen, die auf
der mikropolaren Theorie basieren. Das quadratische Cosserat-Element wird dabei als
Coss3D20 und das lineare Element als Coss3D8 bezeichnet. Die hintere Zahl im Element-
namen gibt die Anzahl der Elementknoten an. Anhand des dreidimensionalen mikropolaren
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Elementes Coss3D8, welches lineare Ansatzfunktionen für die Interpolation der Geome-
trie und der Feldgrößen verwendet, sollen die im vorangegangenen Abschnitt eingeführten
Matrizen veranschaulicht werden. Die Topologie dieses Elementes ist in Abbildung 4.1 dar-
gestellt.
Für die acht Elementknoten ergibt sich für den Elementfreiwertvektor dim(û) = (48× 1),
daraus resultierend für die Matrizen B1 und B2 die Dimension (9 × 48) und für die Ele-
mentsteifigkeitsmatrix dim(Ke) = (48× 48). Die Ansatzfunktionsmatrix N enthält die




(1− ξ)(1− η)(1− ϑ) , N5 =
1
8




(1 + ξ)(1− η)(1− ϑ) , N6 =
1
8




(1 + ξ)(1 + η)(1− ϑ) , N7 =
1
8




(1− ξ)(1 + η)(1− ϑ) , N8 =
1
8
(1− ξ)(1 + η)(1 + ϑ) ,
mit ξ, η, ϑ ∈ [−1, 1] ,
die nach dem isoparametrischen Konzept sowohl für die Interpolation der Feldgrößen, als






















|ξ|, |η|, |ϑ| ≤ 1
Abbildung
Abbildung 4.1: Cosserat-Element mit linearen Ansatzfunktionen Coss3D8: Topologie
der lokalen Integrationspunktkoordinaten ξIP, ηIP, ϑIP die Anordnung der Integrationspunk-
te, welche sich an der für lineare C3D8-Elemente in Abaqus [33, 34] orientiert. Bei der
numerischen Integration zur Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix handelt es sich um
eine vollständige Gauss-Integration mit entsprechend acht Integrationspunkten.
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Abbildung 4.2: Cosserat-Element mit linearen Ansatzfunktionen Coss3D8: Integrationspunktanordnung
Die Ableitungsmatrizen



















. . . Nk,x1 0 0 0 0 0 . . .
. . . 0 Nk,x2 0 0 0 0 . . .
. . . 0 0 Nk,x3 0 0 0 . . .
. . . 0 0 Nk,x2 −Nk 0 0 . . .
. . . 0 Nk,x3 0 +Nk 0 0 . . .
. . . 0 0 Nk,x1 0 +Nk 0 . . .
. . . Nk,x3 0 0 0 −Nk 0 . . .
. . . 0 Nk,x1 0 0 0 −Nk . . .







































. . . 0 0 0 Nk,x1 0 0 . . .
. . . 0 0 0 0 Nk,x2 0 . . .
. . . 0 0 0 0 0 Nk,x3 . . .
. . . 0 0 0 0 0 Nk,x2 . . .
. . . 0 0 0 0 Nk,x3 . . .
. . . 0 0 0 0 0 Nk,x1 . . .
. . . 0 0 0 Nk,x3 0 . . .
. . . 0 0 0 0 Nk,x1 0 . . .




















enthalten neben den Ansatzfunktionen Nk, die in den lokalen Koordinaten {ξ, η, ϑ} de-
finiert sind, auch deren partielle Ableitungen nach den globalen Koordinaten {x1, x2, x3}.





















































anzuwenden, welche die Verknüpfung der beiden Ableitungsoperatoren über die Jacobi-
Matrix J∗ herstellt. Mit Hilfe ihrer Determinante det(J∗) = J∗ gelingt bei der numerischen
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(·) dx1 dx2 dx3 =
∫
Ω̃
(·) J∗ dξ dη dϑ . (4.18)
Da im vorliegenden Fall die partiellen Ableitungen nach den lokalen Koordinaten bekannt





















an, in der die inverse Jacobi-Matrix (J∗)−1, unter der Voraussetzung einer eindeutigen
Zuordnung zwischen den Koordinatendarstellungen, stets existiert.
Auf die ausführliche Darlegung der resultierenden Elementmatrizen wird aus Übersichts-
gründen an dieser Stelle verzichtet. Zu erwähnen ist jedoch, dass eine geeignete Umsetzung
im Rahmen der Finite Element Routinen erfolgt.
4.2.2 Quadratisches Cosserat-Element Coss3D20
Finite Elemente mit linearen Ansatzfunktionen weisen bei speziellen Belastungsfällen cha-
rakteristische Versteifungseffekte auf, die in der Literatur oftmals unter dem Begriff Locking
zusammengefasst sind [6, 42, 46, 70]. Testrechnungen zeigen, dass dies auch für das im vor-
angegangenen Abschnitt vorgestellte Coss3D8 Element zutrifft. Neben der Einführung
zusätzlicher, innerer Freiwerte zur Beachtung sogenannter inkompatibler Moden, der Nut-
zung von assumed strain Routinen oder reduzierter Integration, ist die Erhöhung des Poly-
nomgrades der Ansatzfunktionen eine weitere bekannte Möglichkeit, um das Locking zu re-
duzieren. Die Elementformulierung mit quadratischer Interpolation liefert zusätzliche Kno-
ten, wobei üblicherweise sowohl der Raummittenknoten als auch sämtliche Flächenmitten-
knoten auf Elementebene statisch kondensiert werden. Derartige quadratische Elemente,
die Mittenknoten ausschließlich entlang der Elementkanten besitzen, zählen zur Klasse der
Serendipity Elemente [8, 70]. Die Abbildung 4.3 veranschaulicht die Topologie des Elementes
Coss3D20. Für die insgesamt 20 Elementknoten lauten die verwendeten Ansatzfunktionen
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(1− ξ)(1 + ξ)(1− η)(1− ϑ) , N10 =
1
4




(1− ξ)(1 + ξ)(1 + η)(1− ϑ) , N12 =
1
4




(1− ξ)(1 + ξ)(1− η)(1 + ϑ) , N14 =
1
4




(1− ξ)(1 + ξ)(1 + η)(1 + ϑ) , N16 =
1
4




(1− ϑ)(1 + ϑ)(1− ξ)(1− η) , N18 =
1
4




(1− ϑ)(1 + ϑ)(1 + ξ)(1 + η) , N20 =
1
4
(1− ϑ)(1 + ϑ)(1− ξ)(1 + η) .
Eine vollständige Gauss-Integration erfordert 27 Integrationspunkte, deren Anordnung der
des Elementes C3D20 in Abaqus entspricht und in Abbildung 4.4 dargestellt ist.
Der Vollständigkeit halber seien an dieser Stelle die resultierenden Dimensionen des Ele-
mentfreiwertvektors und der Elementmatrizen aufgeführt:
dim(ûe) = (120× 1) ,
dim(B1) = dim(B2) = (9× 120) ,
dim(Ke) = (120× 120) .
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|ξ|, |η|, |ϑ| ≤ 1
Abbildung






























Abbildung 4.4: Cosserat-Element mit quadratischen Ansatzfunktionen Coss3D20:
Integrationspunktanordnung
4.3 Verifikation
Vor der Verwendung der vorgestellten Cosserat-Elemente, ist zum einen die korrekte
Ergebniswiedergabe bei beliebig verzerrten FE-Netzen sicherzustellen und zum anderen
müssen bekannte analytische Lösungen mit hinreichender Genauigkeit abgebildet werden
können. Die Bezeichnung beliebig verzerrt bezieht sich an dieser Stelle auf die Abweichung
der Netzgeometrie von einer regelmäßigen Gitterstruktur in der Ausgangskonfiguration und
nicht auf die Deformationen. Bei spezieller Wahl der Materialparameter sind diese Ele-
mente außerdem in der Lage, sowohl Lösungen basierend auf dem klassischen Cauchy-
Kontinuum, als auch Lösungen im Rahmen des eingeschränkten Cosserat- beziehungs-
weise des Koiter-Kontinuums zu erzeugen. Infolgedessen ist die Wahl der analytischen
Grundprobleme gegenüber der Verifikation eines klassischen Cauchy-Elementes anzupas-
sen und zusätzlich die Abbildung der Grenzfälle nachzuweisen. In den nachfolgenden Simu-
lationen sind die verwendeten Materialkonstanten als Lamé- und als Lakes-Konstanten





Der Patchtest ist ein wichtiger Bestandteil der Standardtests für Finite Elemente. Auch bei
numerisch ungünstigen Netzgeometrien müssen die Elemente in der Lage sein konstante Fel-
der abzubilden. So werden beim Patchtest gezielt verzerrte FE-Netze erzeugt und spezielle
Deformationsformen simuliert, von denen aus den Grundgleichungen der zugrunde liegen-
den Theorie die exakten Ergebnisse bekannt sind. In der Literatur finden sich zahlreiche
Vorschläge hinsichtlich der Topologie und der Randbedingungen sowohl für zweidimen-
sionale als auch für dreidimensionale Elemente (z.B.: [6], [15], [70]). Als Beispiele für den
zweidimensionalen Patchtest seien an dieser Stelle Taylor et al. [65], Zienkiewicz und
Taylor [71] und bereits mit Erweiterungen für die mikropolare Theorie Providas und
Kattis [58, 59] genannt. Für die in der vorliegenden Arbeit vorgestellten Elemente ist
ein dreidimensionaler Patchtest durchzuführen, welcher unter anderem in Macneal [46]
beziehungsweise Macneal und Harder [47] und mit Erweiterung auf die mikropolare
Theorie in Bauer et al. [7] zu finden ist. Der Aufbau des Modells des Einheitswürfels ist
Tabelle 4.1: Knotenkoordinaten für den dreidimensionalen Patchtest (Einheitswürfel)
Knotennummer 1 2 3 4 5 6 7 8
x1 /mm 0,249 0,826 0,850 0,273 0,320 0,677 0,788 0,165
x2 /mm 0,342 0,288 0,649 0,750 0,186 0,305 0,693 0,745











Abbildung 4.5: Patchtest nach Macneal und Harder [47]
in Abbildung 4.5 dargestellt und Tabelle 4.1 enthält die zugehörigen Knotenkoordinaten.
Die Variante aus [47] wird nachfolgend als klassischer Patchtest und die in [7] enthaltene
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Tabelle 4.2: Klassischer Patchtest: Relative Fehler
(·) /MPa σ(11) σ(22) σ(33) σ(12) σ(23) σ(13)
exakt 2,0e3 2,0e3 2,0e3 4,0e2 4,0e2 4,0e2
Relative Fehler in ‰
Coss3D8
Knoten 2 0,0e0 0,0e0 0,0e0 0,0e0 0,0e0 0,0e0
Knoten 8 0,0e0 0,0e0 0,0e0 0,0e0 0,0e0 0,0e0
Coss3D20
Knoten 2 5,0e-3 5,0e-3 5,0e-3 2,5e-3 2,5e-3 2,5e-3
Knoten 8 5,0e-3 5,0e-3 5,0e-3 2,5e-3 2,5e-3 2,5e-3
Materialparameter: E=1e6 MPa, ν= 0,25, N = 0, lb = lt = Ψ = 0
als mikropolarer Patchtest bezeichnet. Es kommt jeweils ein isotropes linear elastisches
Materialgesetz zum Einsatz.
Für den klassischen Patchtest werden an den Außenknoten des Einheitswürfels Verschie-
bungsrandbedingungen der Form
u1 = 10














aufgebracht. Mit Hilfe der Grundgleichungen des klassischen Kontinuums ergeben sich die
Verzerrungen und Spannungen zu:
ε̂ = ε̌(11) = ε̌(22) = ε̌(33) = 2ε̌(12) = 2ε̌(23) = ε̌(13) = 10
−3 , (4.21a)
σ̂ = σ(11) = σ(22) = σ(33) =
E
1− 2ν ε̂ , (4.21b)
, τ̂ = σ(12) = σ(23) = σ(13) =
E
2 (1 + ν)
ε̂ . (4.21c)
Tabelle 4.2 enthält die verwendeten Materialparameter und die relativen Abweichungen der




(·)exakt ‰ , (4.22)
welche mit den Elementen Coss3D8 und Coss3D20 ermittelt wurden. Es ist zu erkennen,




Im Fall des mikropolaren Patchtests sind die Randvorgaben hinsichtlich der Rotationen
und Krümmungen geeignet zu erweitern. Da mikropolare Finite Elemente neben konstan-
ten Verzerrungs- und Spannungsfeldern auch konstante Krümmungs- und Momentenspan-
nungsfelder bei verzerrter Netzgeometrie abbilden müssen, schlagen Bauer et al. in [7] das
Aufbringen einer konstanten Verschiebung û2 in x2-Richtung an den Knoten der oberen
Deckfläche des Einheitswürfels und gleichzeitig einer konstanten Mikrorotation ϕ̂2 an allen
Elementknoten vor.
û = [0 û2 0]
T Knoten der Deckfläche (4.23)
ϕ̂ = [0 ϕ̂2 0]
T alle Knoten (4.24)
Diese Randbedingungen resultieren für û2 = 1mm in einer Einheitsdehnung in x2-Richtung
und einer konstanten Mikrorotation ϕ̂2 = 0,1 rad, welche sämtliche Koordinaten des Krüm-
mungstensors identisch verschwinden lässt. Mit Hilfe der Grundgleichungen des mikro-
polaren Kontinuums und dem isotropen, linear elastischen Materialgesetz mit Verwendung




ε11 = ε33 = 0 ε13 = −ε31 =
ϕ̂2
rad
κkl = 0 ∀ k, l ∈ {1, 2, 3} (4.25)
und weiter
σ11 = σ33 = λ
û2
mm





σ13 = −σ31 = κ
ϕ̂2
rad
σ12 = σ21 = σ23 = σ32 = 0 (4.27)
µkl = 0 ∀ k, l ∈ {1, 2, 3} . (4.28)
Die Tabelle 4.3 enthält neben den relativen Abweichungen der numerischen Ergebnisse
von den ebenfalls angegebenen, analytisch exakten Werten für Spannungen und Momen-
tenspannungen, auch die bei dieser Rechnung verwendeten Materialparameter. Fehlerwerte
die mit (·)∗ gekennzeichnet sind, stellen absolute Abweichungen vom exakten Wert dar,
da bei einem Referenzwert Null kein relativer Fehler bestimmbar ist. Des Weiteren sei
bemerkt, dass sämtliche Zahlenwerte ungeachtet ihrer Größenordnung im Bezug auf die
Materialparameter und die aufgebrachten Randbedingungen aufgeführt sind. Beide Ele-
menttypen stimmen mit den analytischen Werten sehr gut überein und bestehen somit
auch den mikropolaren Patchtest.
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Tabelle 4.3: Mikropolarer Patchtest (û2 = 1mm, ϕ̂2 = 0,1 rad): Relative Fehler
(·) /MPa σ11 σ22 σ33 σ23 σ32 σ13 σ31 σ12 σ21
exakt 1,75e5 3,40e5 1,75e5 0 0 1,61e4 -1,61e4 0 0
Relativer Fehler in ‰ (·)∗ =̂ Absoluter Fehler in MPa
Coss3D8
Knoten 2 0,0e0 0,0e0 0,0e0 8,5e-8∗ 1,6e-8∗ 0,0e0 0,0e0 -3,5e-7∗ -3,9e-8∗
Knoten 8 0,0e0 0,0e0 0,0e0 8,1e-8∗ 1,5e-7∗ 0,0e0 0,0e0 -1,7e-7∗ -5,7e-8∗
Coss3D20
Knoten 2 0,0e0 0,0e0 0,0e0 1,0e-7∗ 8,5e-6∗ 0,0e0 0,0e0 -2,2e-6∗ -2,7e-8∗
Knoten 8 5,7e-3 2,9e-3 5,7e-3 7,9e-8∗ 6,4e-6∗ 6,2e-3 6,2e-3 -2,8e-6∗ -3,4e-8∗
(·) /Nmm−1 µ11 µ22 µ33 µ23 µ32 µ13 µ31 µ12 µ21
exakt 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Relativer Fehler in ‰ (·)∗ =̂ Absoluter Fehler in N
Coss3D8
Knoten 3 0,0e0∗ -6,0e-17∗ 0,0e0∗ 6,0e-23∗ 4,0e-18∗ 0,0e0∗ 0,0e0∗ 6,0e-18∗ 8,0e-23∗
Coss3D20
Knoten 3 0,0e0∗ -6,0e-16∗ 0,0e0∗ 1,0e-21∗ 7,0e-17∗ 0,0e0∗ 0,0e0∗ -1,7e-15∗ -2,5e-20∗
Materialparameter: λ=1,75e5 MPa, µc=2,0e3 MPa, κ=1,614e5 MPa, α = β=0 N, γ=1,5e3 N
4.3.2 Lochscheibe im homogenen Zugfeld
Als erster numerischer Verifikationstest soll das Problem der Spannungskonzentration an
einem zylindrischen Loch mit dem Radius R in einem unendlich ausgedehnten Gebiet unter







Abbildung 4.6: Zylindrisches Loch mit Radius R im homogenen Zugfeld
sischen Fall die analytische Lösung der zugehörigen Randwertaufgabe für den Spezialfall










ergibt, liefert die exakte Lösung des Problems für denCosserat-Fall kleinere Überhöhungs-
faktoren, welche zudem von den mikropolaren Materialparametern abhängen. Es sind Grö-
ßeneffekte durch die Variation der charakteristischen Biege- und Torsionslänge lb und lt
zu verzeichnen. Mit Hilfe der Kopplungszahl N lassen sich außerdem die Grenzfälle der
klassischen, elastischen Theorie (classical-elastic theory (CET)) und der eingeschränkten
Cosserat-Theorie CST erzeugen. Die zugehörigen analytischen Lösungen sind für den
CET-Fall aus Timoshenko und Goodier [66] – nachfolgend als Timoshenko-Lösung
bezeichnet – und für den CST-Fall ausMindlin undTiersten [50] beziehungsweise Mind-
















































sin(2φ) = σφr , (4.30c)
welche in der Literatur auch als Kirsch-Lösung bezeichnet wird [41].
Die vollständige Herleitung der analytischen Lösung für den mikropolaren, linear isotropen
Fall (MPT) geht auf Neuber [57] zurück. Die Normalspannungen in Polarkoordinaten




































































4 Formulierung und Verifikation der Cosserat-Elemente
























































gegeben. Hierin enthalten sind die modifizierten Bessel-Funktionen zweiter Art und n-ter
Ordnung Kn(ζ) mit den Abkürzungen ζ = r/l1, ζ̂ = R/l1 und l1 = lb/N . Die Integrations-



































4 + ζ̂2 + 2ζ̂K0(ζ̂)
K1(ζ̂)
(4.34)
berechnen. Am Innenradius tritt bei dem Winkel φ = π/2 die maximale Spannung auf,
womit für den mikropolaren Spannungsüberhöhungsfaktor die Gleichung
KNσ =






angegeben werden kann. Es erfolgt an dieser Stelle keine Angabe der Lösungsfunktionen
für die Momentenspannungen, da sich der Vergleich der numerischen Ergebnisse auf die
Spannungen beschränkt. Des Weiteren ist die Mindlin-Lösung durch den Grenzfall N=1
in derNeuber-Lösung enthalten. Infolgedessen wird auf die Angabe der Lösungsfunktionen
aus [49] ebenfalls verzichtet.
Beide Elementtypen verwenden für sämtliche Rechnungen das in Abbildung 4.7(a) dar-
gestellte FE-Netz, welches durch Ausnutzung der doppelten Symmetrie nur ein Viertel einer
Quadratscheibe umfasst. Nach Vorgabe der Materialwerte in Form von Lakes-Konstanten
und der Variation der Kopplungszahl N (vgl. Tabelle 4.4), lassen sich Vergleiche zwischen
den linearen und den quadratischen Cosserat-Elementen anstellen. In Anlehnung an [7]
und mit Berücksichtigung des EVZ bezüglich der Materialparameterwahl, ergeben sich für
vorgegebene Kopplungszahlen N bei gleichzeitiger Beibehaltung von Poisson-Zahl ν und
mikropolarer Biegelänge lb, eindeutige Werte für den Elastizitätsmodul E, die Torsions-
länge lt und die polare Kennzahl Ψ. Damit auch im dreidimensionalen Fall der EVZ realisiert
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Tabelle 4.4: Spannungskonzentration: Materialparameter Lakes
N E/MPa ν lb/mm lt/mm Ψ
0,01 3,21e5 0,3 0,05 0,07 1,0
0,25 3,10e5 0,3 0,05 0,07 1,0
0,50 2,73e5 0,3 0,05 0,07 1,0
0,75 1,91e5 0,3 0,05 0,07 1,0
0,90 0,99e5 0,3 0,05 0,07 1,0
werden kann, sind die Verschiebungen u3 in Dickenrichtung, sowie die Mikrorotationen ϕ1
und ϕ2 für alle Knoten zu verhindern. Die Wahl von α = 0 und β = 0 in [7] liefert Ψ = 1
und lt =
√
2 lb. Eine alternative Variante ist α = 0 und β = −γ und demnach folgerichtig
Ψ = 0 und lt = 0, welche jedoch identische Ergebnisse hervorbringt.
Das Verhältnis von Lochradius zu Viertelscheibenabmaß R/a = 1/20 sichert auch für den
CET-Grenzfall akzeptable Ergebnisse. Als Nachweis dienen hier Referenzrechnungen, die
mit klassischen linearen C3D8- und quadratischen C3D20-Elementen des Programmsys-









RB u3 ϕ1 ϕ2
Alle Knoten 0 0 0
RB u1 u2 ϕ3
Knoten der Fläche
x1 = 0 0 - 0
x2 = 0 - 0 0
(b) Symmetrierandbedingungen
Abbildung 4.7: Spannungskonzentration: Randbedingungen und FE-Modell
für das Aufbringen verteilter Lasten nicht geeignet. Infolgedessen ist für die nachfolgenden
Simulationen die Spannung σ∞ = 1MPa stets in Form von äquivalenten Knotenlasten an
sämtlichen Knoten der Fläche x1 = a appliziert. An den in den Abbildungen 4.8 und 4.9 dar-
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Abbildung 4.8: Spannung σφφ(r, φ = π/2) mit r ∈ [R, 4,2R]
gestellten, normierten Verläufen der Normalspannung σφφ zeigt sich, dass die mikropolaren
Effekte im Bereich des Loches auftreten, mit zunehmender Entfernung jedoch abklingen.
Als analytische Vergleichskurven sind neben der CET- und der CST-Kurve auch der Verlauf
der Neuber-Lösung (MPT-Kurve) für die Kopplungszahl N=0,5 eingetragen. Bei einem
Verhältnis r/R > 4 zwischen Radialkoordinate und Lochdurchmesser fallen alle Lösungen
zusammen. Während die klassische Theorie, wie bereits angesprochen, als maximale Span-
nungsüberhöhung den Faktor drei liefert, ergeben sich in der mikropolaren Theorie geringere
Werte. Zudem unterscheiden sich die Ergebnisse beim Winkel φ = 0. Anders als im CET-
Fall, bei dem eine Druckspannung vom Betrag der eingeleiteten Zugspannung σ∞ vorliegt,
ist dieser Wert im eingeschränkten Cosserat-Kontinuum fast vernachlässigbar klein. Bei
dem Winkel φ = π/4 ergeben alle Varianten identisch den Wert von σ∞. Der Vergleich
der numerischen Ergebnisse zeigt für beide Elementtypen eine gute qualitative Nachbil-
dung der analytischen Verläufe. Die Grenzwerte können quantitativ von den quadratischen
Coss3D20-Elementen mit hinreichender Genauigkeit wiedergegeben werden. Die relative
Abweichung des numerischen Wertes zum analytisch exakten Wert beträgt hier weniger als
ein Prozent, während sie beim Coss3D8-Element mit gerundet 3,75% höher ausfällt. Die
Ursache hieran ist jedoch nur teilweise in der Formulierung des Elementes zu suchen, da
wiederum der Vergleich mit dem numerischen Ergebnis eines klassischen C3D8-Elementes
von Abaqus eine kaum nennenswerte Differenz liefert. Mögliche Interpretationen sind, dass
es sich hier entweder um mögliche Abweichungen durch die Extrapolation der Integrations-
punktwerte handelt, welche durch den Postprozessor von Abaqus vorgenommen wird, oder
aber um einen numerisch versteifenden Effekt, der bei allen Finiten Elementen mit linearen
































































Abbildung 4.9: Spannung σφφ(r = R, φ) mit φ ∈ [0, π/2]
Anhand der normierten Schubspannungen σrφ und σφr am Innenradius lässt sich ein wich-
tiger Unterschied zwischen CET und MPT veranschaulichen. In der klassischen Theorie
treten keine Momentenspannungen auf und aus der Einhaltung der lokalen Drehimpuls-
bilanz resultiert die Symmetrie des Spannungstensors. Diese Symmetrie ist in der Cosse-
rat-Theorie nicht vorhanden. Die Abbildung 4.10 zeigt beide Schubspannungskoordinaten
aufgetragen über der Radiuskoordinate r, welche für den CET-Fall identisch sind und am
lastfreien Innenradius den Wert Null liefern. Sobald die Kopplungszahl N > 0 gesetzt wird,
unterscheiden sich die Lösungsverläufe. Als weitere analytische Lösung ist neben dem CST-
Fall nach Mindlin auch hier die Neuber-Lösung für N=0,5 eingetragen. Der Vergleich
der numerischen Ergebnisse zeigt für beide Elementtypen qualitativ über den gesamten
Verlauf gute bis sehr gute Übereinstimmung.
Es verbleibt die Diskussion der Größeneffekte der mikropolaren Theorie. Dazu wurde für
jede Kopplungszahl bei konstantem Radius R die charakteristische Länge für Biegung lb va-
riiert. In Abbildung 4.11 sind die analytischen Verläufe des Spannungsüberhöhungsfaktors
KNσ der Neuber-Lösung über dem dimensionslosen Verhältnis R/lb dargestellt. Wie auch
in den vorherigen Diagrammen bilden die numerischen Ergebnisse die mikropolare Theo-
rie gut ab, wobei die relativen Fehler – berechnet nach Gleichung (4.22) jedoch in % –
bei den linearen Coss3D8-Elementen einen maximalen Wert von rund 3,75% gegenüber
dem exakten Wert nicht überschreiten. Sehr viel besser präsentieren sich die quadratischen
Coss3D20-Elemente, deren Abweichungen stets unter einem Prozent liegen.
Abschließend lässt sich feststellen, dass beide Elementtypen in der Lage sind die mikro-
polare Theorie qualitativ gut abzubilden. Die quantitativen Differenzen sind zum einen
in der Polynomordnung der verwendeten Ansatzfunktionen und zum anderen in der Extra-
polationsroutine und den Mittelungsalgorithmen der extrapolierten Knotenwerte von Aba-
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r/R


















































































































































0 2 4 6 8
(b) Coss3D20
Abbildung 4.11: Spannungsüberhöhungsfaktor KNσ
56
4.3 Verifikation
qus begründet. Es erfolgen an dieser Stelle keine weiteren Konvergenzuntersuchungen für
die lineare Elementversion. Da der Vergleich der numerischen Ergebnisse zwischen den
linearen Elementversionen für den klassischen Fall kaum Unterschiede aufwies kann ge-
schlussfolgert werden, dass die Coss3D8-Elemente für N=0 sich wie herkömmliche lineare
Finite Elemente verhalten und somit dieselben Vor- und Nachteile aufweisen.
4.3.3 Torsion eines prismatischen Stabes
Im Rahmen derCosserat-Theorie nimmt das Problem der reinen Torsion einen ähnlich ho-
hen Stellenwert ein, wie der Zugversuch in der klassischen Cauchy-Theorie. Einige Autoren
sehen in der Torsion den zentralen Testfall, über welchen sich die mikropolaren Material-
konstanten in Parameterstudien erforschen oder in Experimenten ermitteln lassen [30, 44].
Weitreichende Überlegungen hinsichtlich der experimentellen Identifikation der Material-
eigenschaften und die damit verbundenen analytischen Lösungen für die reine Torsion pris-
matischer, mikropolarer Stäbe sind in Gauthier und Jahsman [30] – nachfolgend als
Gauthier-Lösung bezeichnet – zu finden. Eine schematische Darstellung des Torsions-

















FE-Netz: 256 × 32
RB u1 u2 u3
I 0 0 0
II - 0 0
III - - 0
(b) FE-Netz: 256 × 32
Abbildung 4.12: Torsionsproblem eines prismatischen Stabes
Aufgrund der Tatsache, dass die in dieser Arbeit vorgestellten Cosserat-Elemente aus-
schließlich für die Verwendung von kartesischen Koordinaten geeignet sind, die Gauthier-
Lösung jedoch in Zylinderkoordinaten vorliegt, erfolgt keine Ausnutzung der Symmetrie des
Modelles bezüglich der Symmetrieebene x3 = z = 0. Die Realisierung einer ungehinderten
radialen Verschiebung ur(z = 0) 6= 0 bei gleichzeitig verhinderter Mikrorotationskoordina-
te ϕφ(z = 0) = 0 gestaltet sich in globalen kartesischen Koordinaten schwierig. Mit den
Abkürzungen ζ = p r und ζ̂ = pRs ergeben sich die exakten Lösungen für die Verschie-
bungen und die Mikrorotationen [30]




C1 r + C9I1(ζ) , ϕφ = 0 , ϕz = C1 z (4.36b)
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Tabelle 4.5: Reine Torsion: Materialparameter Lamé
λ/MPa µc/MPa κ/MPa α/N β/N γ/N
157500 3500 7000 0 -1250 2500











C1 r + κC9 I1(ζ) sowie (4.37b)




















µzz = α pC9 I0(ζ) + (β + γ) C1 . (4.37e)
Darin enthalten sind die modifizierten Bessel-Funktionen erster Art und n-ter Ordnung
In(ζ), der Parameter p, welcher über die Beziehung
p2 =
2 κ
α + β + γ
(4.38)
definiert ist, sowie die Integrationskonstanten
C1 = 2 C9
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Das für die numerische Simulation verwendete FE-Netz besitzt 256 Elemente an den Stirn-
flächen und ist entlang der Längsachse 32 mal periodisch fortgesetzt (Abbildung 4.12(b)).
An den Knoten der Stirnflächen wird das Torsionsmoment MT = 1Nmm in Form von äqui-
valenten Knotenkraftgrößen aufgebracht. Zur Verhinderung der Starrkörperbewegungen
sind die in der Abbildung 4.12(b) aufgeführten zusätzlichen Verschiebungsrandbedingungen
an den Punkten I bis III appliziert. Da die analytische Lösung vonGauthier und Jahsman
die mikropolaren Lamé-Parameter verwendet, enthalten die Tabellen 4.5 und 4.6 sowohl
diese als auch die umgerechneten Lakes-Konstanten. Deren Wahl orientiert sich an Bauer
et al. [7].
Die numerischen Ergebnisse, die in den Abbildungen 4.13 bis 4.16 jeweils für beide Cosse-
rat-Elementtypen den exakten Lösungen gegenübergestellt sind, zeichnen sich durch sehr
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gute Übereinstimmung aus. Lediglich bei den linearen Coss3D8-Elementen lässt sich eine
Abweichung bei den Werten für die Momentenspannungen µrr und µzz erkennen. Während
bei µrr die Ursache in der von Abaqus durchgeführten Extrapolation der Integrations-
punktlösungen liegt, ist der offensichtlich systematische Fehler bei µzz in der Integrations-
ordnung der Ansatzfunktionen begründet. Da der exakte Wert für µrr am Außenradius den




µFErr (Rs, 0) + |µrr(0, 0)|
)
− (µrr(Rs, 0) + |µrr(0, 0)|)
µrr(Rs, 0) + |µrr(0, 0)|
100% , (4.40)
was einer Parallelverschiebung um den Betrag der maximalen Momentenspannung entlang
der Längsachse entspricht. Dieser relative Fehler beträgt bei der linearen Elementversion
für µrr gerundet 6% am Außenradius, liegt jedoch sonst über den gesamten Verlauf unter
1%. Eine noch geringere Abweichung tritt bei µzz auf. Hier beträgt der relative Fehler für
die lineare Elementversion durchgehend weniger als 0,1%.












































(b) ϕr(r, z = 0)
Abbildung 4.13: Mikrorotationen ϕz(r = 0, z) mit z ∈ [0, c] und ϕr(r, z = 0) mit r ∈ [0, Rs]
Sowohl die linearen Coss3D8- als auch die quadratischen Coss3D20-Elemente sind in der
Lage, das Torsionsproblem mit hinreichender Genauigkeit abzubilden, wobei die quadra-
tischen Elemente aufgrund durchgehend sehr kleiner relativer Fehler den linearen Elementen
vorzuziehen sind.
Tabelle 4.6: Reine Torsion: Materialparameter Lakes
E/MPa ν N lb/mm lt/mm Ψ
20702 0,48 0,5774 0,30 0,30 1,0
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(b) σzφ(r, z = 0)

















































(b) µφφ(r, z = 0)




























Abbildung 4.16: Momentenspannung µzz(r, z = 0) mit r ∈ [0, Rs]
4.3.4 Reine Biegung einer Platte
Als letzte Problemstellung für die Elementverifikation soll die Biegung einer Rechteckplatte
betrachtet werden. Unter dem Begriff reine Plattenbiegung versteht Timoshenko, dass sich
die verformte Geometrie als ein Segment einer Zylindermantelfläche darstellt. Aus diesem
Grund wird in der Literatur auch häufig der Begriff cylindrical bending [7, 30, 29] oder
pure bending [66] verwendet. Die analytische Lösung für den klassischen Fall ist in Timo-
shenko und Goodier [66] und für den mikropolaren Fall in Gauthier und Jahsman [30]
enthalten. Nachfolgend steht die Biegung einer Quadratplatte der Dicke hB =0,02mm mit
den Kantenlängen aB= bB= 1mm im Mittelpunkt, welche in der numerischen Simulation als
statisch bestimmt gelagerte Viertelplatte mit entsprechenden Symmetrierandbedingungen
modelliert wird (vgl. Abbildung 4.17). Gauthier und Jahsman geben für den allgemeinen








für die aufzubringenden Randmomente an, welche für verschwindende Cosserat-Material-




12 (1− ν2) . (4.42)
Die analytische Lösung verwendet als Lastgrößen konstante Linienmomentendichten m̂12
und m̂21, aus denen mittels
M̂12 =
∫
























Abbildung 4.17: Plattenbiegung: Modell und FE-Netz der Viertelplatte























, u3 = −
m̂12










, ϕ1 = 0 . (4.45b)
Die Vorgabe des Materials erfolgt in Form von Lamé-Konstanten (Tabelle 4.7), welche den
in Tabelle 4.8 enthaltenen Lakes-Konstanten entsprechen. Wie bereits in den vorange-
gangenen Simulationen, müssen die Randmomente in äquivalente Knotenkraftgrößen unter
Berücksichtigung der Ansatzfunktionen umgerechnet werden.
Finite Elemente mit linearen Ansatzfunktionen sind aufgrund des auftretenden Schub-
locking für eine korrekte Abbildung von Biegelastfällen nur bedingt geeignet. Dennoch
weist das für die Simulation verwendete FE-Netz vorerst nur ein Element über der Plat-
tendicke auf (siehe Abbildung 4.17). Die Abbildungen 4.18 bis 4.20 stellen die numerischen
Ergebnisse für beide Elementtypen den analytisch exakten Werten vergleichend gegenüber,
wobei mit Ausnahme der Normalspannungskoordinaten σ11 und σ22 stets eine sehr gute
Tabelle 4.7: Plattenbiegung: Materialparameter Lamé
λ/MPa µc/MPa κ/MPa α/N β/N γ/N
157500 3500 7000 0 -1250 2500
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Tabelle 4.8: Plattenbiegung: Materialparameter Lakes
E/MPa ν N lb/mm lt/mm Ψ

















































(b) u3(x3 = hB/2)/hB



























Abbildung 4.19: Mikrorotationen ϕ1(x1 = 0, x2) und ϕ2(x1, x2 = 0) mit x1, x2 ∈ [0, aB/2]
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(b) µ12 | µ21(x3 = hB/2)
Abbildung 4.20: Spannungen σ11, σ22 und Momentenspannungen µ12, µ21 für x3 = hB/2 mit x2 ∈ [0, aB/2]
Übereinstimmung auftritt. An den Spannungen zeigt sich eine Auswirkung des Schub-
locking der linearen Coss3D8-Elemente. Die numerisch versteifte Rechnung liefert bei
gleichem Verformungszustand deutlich zu große Spannungswerte, die den Wert der ana-
lytischen Lösung um mehr als das Fünffache bei σ11 und das Elffache bei σ22 übersteigen.
Dass dieser Fehler durch Erhöhung der Elementzahl verringert werden kann, ist anhand
der zusätzlich eingetragenen Datenpunkte für die lineare Coss3D8-Rechnung erkennbar,
welche zehn Elemente über der Plattendicke aufweist. Um mit den linearen Elementen zu-
friedenstellende Ergebnisse zu produzieren, ist jedoch eine noch größere Anzahl notwendig.
Angesichts der sehr guten Spannungswerte für die Coss3D20-Version mit einem Element
über der Plattendicke, ist eine Verwendung des linearen Elementtyps für Biegeprobleme
nicht zielführend und die Wahl des Elementtyps auch bei der FE-Simulation mit mikro-
polaren Elementen von entscheidender Bedeutung. Die am Außenrand auftretenden Abwei-
chungen resultieren aus der Applikation der Knotenmomente M̂12 und M̂21. Im Rahmen der
dreidimensionalen Modellierung des Biegeproblems können nicht alle kinetischen Annahmen
der analytischen Lösung realisiert werden. In [30] sind neben den verschwindenen Schub-
spannungskoordinaten σ12, σ21, σ23 und σ32 zusätzlich über der Koordinate x1 konstante
Verläufe der Normalspannungen σ11 und σ22 zu sichern. Resultierend aus diesen Annahmen
fordert das Gleichgewicht in Kombination mit den eingeführten Randbedingungen auch das
Verschwinden der Spannungskoordinaten σ13 und σ31. An den Randflächen mit der Lastein-
leitung können die natürlichen Randbedingungen nicht so formuliert werden, dass die Be-
dingung der konstanten Normalspannungen erfüllt ist. Folgerichtig entspricht das numerisch
ermittelte Gleichgewicht nicht dem Zustand, welchen die analytische Lösung voraussetzt.
Im Ergebnis verschwinden die Schubspannungen σ13 und σ31 im Bereich der Lasteinleitung
nicht und es ist ein gestörter Normalspannungsverlauf erkennbar. Diese Störung klingt mit
zunehmender Entfernung von der betreffenden Randfläche ab und im ungestörten Bereich
weist die Lösung eine sehr gute Übereinstimmung mit den analytischen Werten auf.
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Die im Abschnitt 3 vorgestellte, erweiterte Homogenisierungsmethode wird nachfolgend
anhand unterschiedlicher RVE angewendet und diskutiert. Dabei steht die Interpretation
der identifizierten Materialsteifigkeiten für ein homogenes Cauchy-Medium und für aus-
gewählte heterogene RVE, sowie der Vergleich der Ergebnisse bei Verwendung der Gebiets-
und der Randvorgabe der Verschiebungskoordinaten im Vordergrund. Weiterhin erfolgt der
Versuch einer Konvergenzuntersuchung hinsichtlich der auftretenden Fluktuationsfelder für
den dreidimensionalen Fall, welche Forest und Trinh in [28] anregen. Mit Hilfe geeigneter
Vergleichsrechnungen können die Vorteile der mikropolaren Theorie aufgezeigt und die wei-
terführende Forschung hinsichtlich der effizienten Nutzung dieser Theorie im Rahmen der
FE-Simulation motiviert werden. Im Rahmen der nachfolgenden Diskussion beziehen sich
die Begriffe hart und weich auf den Vergleich der quantitativen Werte des Elastizitätsmoduls
der jeweiligen Materialphase.
5.1 Homogene Zelle
Das einfache Beispiel eines RVE mit homogenem isotropen Materialverhalten stellt den
ersten Testfall für die Homogenisierungsroutine dar. Mit Hilfe der Ansatztensoren, dem
Verschiebungsansatz und dem klassischen Hookeschen Gesetz lassen sich die lokalen Span-
nungsfelder für jeden der insgesamt 18 Lastfälle ermitteln, mit denen die Identifikation










Abbildung 5.1: RVE: Homogene Zelle
der variablen Kantenlänge LRVE und den isotropen Materialparametern G und ν sind die
entsprechenden mikropolaren Stoffwerte in Tabelle 5.1 angegeben. Sämtliche Konstanten
erfüllen die Ungleichungen (2.41) und sind somit physikalisch zulässig im Sinne des Vor-
handenseins einer positiv definiten Verzerrungsenergie. Diese Feststellung wird durch die
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Tabelle 5.1: Materialparameter: Homogenes isotropes RVE
Lame-Parameter
λ = 2G ν















E = 2G (1 + ν) ν = ν N2 = 35
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Betrachtung der Eigenwerte λG und λH bestätigt, welche stets größer als Null sind. An-
hand der Lakes-Parameter ist die direkte Proportionalität der charakteristischen Längen
zur Kantenlänge des RVE erkennbar. Die betrachtete homogene Zelle dient an dieser Stel-
le lediglich dem Test der numerischen Routinen. Es ist nicht naheliegend, dass nach der
Homogenisierung eine isotrope Cosserat-Zelle vorliegt, mit welcher erfolgversprechende
Simulationen durchgeführt werden können. Zudem diskutieren Bigoni und Drugan in [10]
numerische Versteifungseffekte beim Übergang vom Cauchy- zum Cosserat-Kontinuum
mittels Homogenisierungsmethoden. Sie stellen fest, dass das ermittelte Ersatzmedium für
ein RVE mit einem harten, kugelförmigen Einschluss in einer weichen Matrix stets ein zu
steifes Materialverhalten aufweist.
Im Ergebnis zeigt sich, dass die in Tabelle 5.1 angegebenen Werte, mit Ausnahme der
Parameter β und γ beziehungsweise der charakteristischen Länge für Biegung lb, sowohl
bei der Gebiets- als auch bei der Randvorgabe bereits für grobe FE-Netze sehr gute Über-
einstimmung aufweisen. Ist das RVE mit quadratischen Finiten Elementen diskretisiert, sind
vier Elemente entlang der Würfelkanten ausreichend, um unabhängig von der Größe des
RVE und den verwendeten isotropen Materialkonstanten eine relative Abweichung zu den
exakten Lösungen von weniger als 1% zu erreichen. Die Parameter β und γ hingegen liefern
für die angesprochenen Vorgabevarianten größere Abweichungen im Bereich von 3%. Auch
eine Netzverfeinerung ändert nichts an diesem Effekt. Infolgedessen muss die Ursache in der
Formulierung der entsprechenden makroskopischen Deformationsmode gesucht werden. Die
Ermittlung der Parameter β und γ erfolgt über die deviatorischen Volumenmittelwerte,
die den deviatorischen Krümmungslastfällen zugeordnet sind. Unterschiedliche Vorgabe-
varianten der Verschiebungsfelder sollten für eine homogene Zelle mit isotropem Medium
keine Auswirkungen auf die Ergebnisse haben, wenn die aus den Verschiebungsfeldern re-
sultierenden Spannungsfelder die mechanischen Gleichgewichtsbedingungen erfüllen. Der
beobachtete Effekt weist somit darauf hin, dass der quadratische Term des Verschiebungs-
ansatzes diese Gleichungen verletzt, während das für die Terme 3. und 4.Ordnung nicht der
Fall ist. Zur Überprüfung dieser Vermutung sind die statischen Gleichgewichtsbedingungen
in geeigneter Weise aufzubereiten. Ausgehend von der Formulierung ohne Gebietslasten,
werden die Spannungen mit Hilfe des Materialgesetzes und den kinematischen Beziehungen
66
5.1 Homogene Zelle
umgestellt und es folgt






Darin enthalten ist der in Abschnitt 2.3.1 bereits eingeführte, vierstufige Materialtensor
(4)E, der für den Spezialfall der Isotropie nur zwei unabhängige Koordinaten besitzt und
zudem die Symmetrien aus Gleichung (2.34) aufweist. Mit Verwendung der klassischen
Lame-Konstanten sind die Tensorkoordinaten durch
Eklmn = λδklδmn + µ (δkmδln + δknδlm) (5.1)
gegeben. Unter Berücksichtigung der Symmetrie der beteiligten Tensoren liefert das Ein-
setzen schließlich die bekannten Navier-Gleichungen:
0 = µ ul,qq + (λ+ µ)uq,ql . (5.2)
Damit diese Gleichungen materialunabhängig gelten, müssen die Bedingungen
0 = ul,qq und (5.3a)
0 = uq,ql (5.3b)
erfüllt sein. Für die nachfolgende Diskussion ist es zweckmäßig, die einzelnen Terme des Ver-
schiebungsansatzes (3.17) nach ihrem Polynomgrad zu bezeichnen. So steht die Abkürzung
(p)uk für den jeweiligen Term mit dem Polynomgrad p. Während der lineare Term des
Verschiebungsansatzes (1)uk = Akpxp aufgrund der verschwindenden zweiten Ableitung kei-
nen Widerspruch aufweist, lassen sich die Gleichungen für den Verschiebungsterm 3. und
4.Ordnung durch die Besetzung und die Eigenschaften des Geometrietensors (5)S befrie-
digen. Dem Anhang B.6 sind die zugehörigen Nachweise zu entnehmen. An dieser Stelle soll
die Betrachtung des quadratischen Verschiebungsterms genügen, da er allein eine Verlet-
zung der Gleichgewichtsbedingungen hervorruft. So liefern die Gleichungen (5.3) für diesen
Anteil
















die für den symmetrischen Anteil der deviatorischen Krümmungen identisch erfüllt sind.




(µ− λ) eiqlKa〈ki〉 mit Ka〈qi〉 = −Ka〈iq〉 , (5.5)
welcher die statischen Gleichgewichtsbedingungen verletzt, bzw. sie nur dann erfüllt, wenn
Volumenkraftgrößen vorhanden sind. Die Gebietsvorgabe entspricht genau dieser Situation
und liefert demnach exakt die analytisch für diesen Zustand berechneten Werte. Bei Ver-
wendung der Randvorgabe stellt sich im Inneren des RVE durch die Erfüllung des Gleichge-
wichtes ohne Volumenkraftgrößen ein anderes Spannungsfeld ein und die ermittelten Er-
gebnisse weichen von den erwarteten Werten ab. Des Weiteren ist das Verschwinden der
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Fluktuationen bei dieser Vorgabevariante nur auf den Randflächen gesichert. Ob Fluk-
tuationen im Inneren des RVE auftreten und zusätzlich die Lösung beeinflussen, ist nicht
auszuschließen.
Der Frage nach der Charakteristik der Fluktuationsfelder für den zweidimensionalen Fall
bei Verwendung höherer Polynomansätze widmen sich Forest und Trinh in [28]. Dazu
wird eine quadratische, mit einem homogenen, isotropen Medium versehene Zelle in den
beiden Raumrichtungen dupliziert und die Verschiebungsvorgaben bei jeder Konfiguration
ausschließlich auf dem Rand aufgebracht. So sind Aussagen über die Verformungsfelder
der inneren Zelle möglich, welche bei ausreichender Größe der Gesamtanordnung die Fluk-
tuationen sichtbar machen. Forest und Trinh stellen fest, dass bei Nutzung eines rein
quadratischen Ansatzes selbst für ein homogenes, isotropes Medium die Fluktuationsfelder
nicht verschwinden (vgl. Abbildung 4 in [28]). Für ein kubisches Polynom stellen sich hin-
gegen fluktuationsfreie Verformungen ein (vgl. Abbildung 5 in [28]).
Eine analoge Vorgehensweise zur Konvergenzuntersuchung im dreidimensionalen Fall, unter
Verwendung der im Abschnitt 3.5 identifizierten Ansatztensoren, kann diese Beobachtung
für die kubischen Anteile des Verschiebungsansatzes bestätigen. Die Abbildung 5.2 zeigt
für den Lastfall Rel2 jeweils die verformte innere Zelle, welche im Fall der Konfiguration
nz×nz×nz, mit nZ = 5 Ursprungszellen je Raumrichtung, keine zusätzlichen Verformungen
an den Zellrändern aufweist. Anhand des Biegelastfalles Bieg12mitK〈12〉 = 1/mm ist hinge-
gen ebenfalls kein verbleibendes Fluktuationsfeld an den Randflächen zu beobachten, wenn-
gleich eine Positionsänderung der inneren Zelle auftritt (vgl. Abbildung 5.3). Als mögliche
Ursache sind die unterschiedlichen Ansatztensoren anzuführen. Forest und Trinh ver-
wenden einen anderen Tensor 3. Stufe, dessen konkrete Definition in [28] nicht angegeben
ist und nicht für einen direkten Vergleich mit dem in dieser Arbeit identifizierten Tensor (3)B
herangezogen werden kann. Die Untersuchung zeigt, dass mit dem hier verwendeten An-
x2 x1
x3
(a) Zellkonfiguration: 1× 1× 1
x2 x1
x3
(b) Zellkonfiguration: 5× 5× 5
Abbildung 5.2: Fluktuationsfelder homogene Zelle: Relativrotation Rel2
satzpolynom 4.Ordnung kein Einfluss der Fluktuationen bei Betrachtung einer homogenen














(c) Zellkonfiguration: 1× 1× 1
x2
x3x1
(d) Zellkonfiguration: 5× 5× 5
Abbildung 5.3: Fluktuationsfelder homogene Zelle: Biegelastfall Bieg12
Infolgedessen resultieren die Abweichungen in den Materialparametern α, β und lb aus dem
Auftreten zusätzlicher Volumenkraftgrößen zur Erfüllung der mechanischen Gleichgewichts-
bedingungen. Zur Behebung dieses Umstandes sind zwei Strategien denkbar. Zum einen
kann durch die Betrachtung ausschließlich symmetrischer deviatorischer Krümmungsmoden
die Verletzung des Gleichgewichtes behoben werden. Jedoch fehlt dann der antisymmet-
rische Anteil und das Materialverhalten wird nicht komplett beschrieben. Auf der anderen
Seite ist es nicht notwendig das Auftreten von Volumenkraftgrößen auszuschließen. Dies
erfordert allerdings eine modifizierte Formulierung des Volumenmittelungskriteriums, was
folgerichtig auf veränderte Volumenmittelwerte führt. Da der Versuch der Identifikation
der antisymmetrischen deviatorischen Krümmungen bisher nicht gelungen ist und eine
veränderte Volumenmittelung ebenfalls vermieden wird, erfolgt die Homogenisierung stets
unter Verwendung beider Vorgabevarianten mit Diskussion der auftretenden Abweichungen.
Der in diesem Fall tolerierte systematische Fehler liefert für den Spezialfall der homogenen
Zelle relative Abweichungen von 3%.
Ungeachtet dessen liegen bei der Gebietsvorgabe mit den Konstanten aus Tabelle 5.1
sämtliche Informationen vor, um die Materialmatrizen aufzustellen. Wie bereits aufgeführt,
sind die den Tensoren zugeordneten Matrizen positiv definit, da sämtliche Eigenwerte
69
5 Anwendung und Parameterstudien
größer als Null sind. Ferner können die Transformationseigenschaften sowohl für die Matrix
{Gklmn} als auch für die Matrix {Hklmn} nachgewiesen werden. Gleiche Aussagen treffen
auf die Matrizen bei der Randvorgabe zu.
5.2 Heterogene Zelle mit würfelförmigem Einschluss
Auf die Verifikation der numerischen Routinen der Homogenisierungsmethode am Beispiel
der homogenen Zelle folgt die Parameterermittlung für eine heterogene Zelle. Die Mi-
krostruktur besteht dabei aus einem Würfel der Kantenlänge LE. Die Konstanten der für
Matrix und Einschluss verwendeten isotropen Materialien sind der Abbildung 5.4 zu entneh-
men. Dieselbe Anordnung wird durch Forest und Trinh in [28] für den zweidimensionalen
Fall behandelt. Im Ergebnis der dort durchgeführten Untersuchung werden für die deviato-
rischen Krümmungsmoden antiperiodische Fluktuationsfelder beobachtet. Um diese Aus-
sagen für den dreidimensionalen Fall nachzuvollziehen, findet eine analoge Einbettung der
Ausgangszelle der Form nZ×nZ×nZ statt, worin nz – wie im vorangegangenen Abschnitt –











Abbildung 5.4: RVE: Heterogene Zelle mit würfelförmigem Einschluss
tiert bei dem in [28] verwendeten Volumenverhältnis von VE/VRVE = 20% die Kantenlänge
des Einschlusses zu LE =
3
√
1/5mm. Im Rahmen der Untersuchung wird der Verbund mit
nZ = 3 modelliert und die Verschiebungsvorgaben auf dem Rand des Gesamtmodelles appli-
ziert. Anhand des Biegelastfalles Bieg12 und der Relativverdrehung Rel1 können in den
Abbildungen 5.5 und 5.6 bereits zusätzliche Verformungen an der inneren Zelle beobachtet
werden. Während die jeweils überhöht dargestellten Verschiebungsfelder für den Lastfall
Rel1 periodischen Charakter aufweisen, bestätigt die verformte Geometrie des Biegelast-
falles die antiperiodischen Eigenschaften, die auch Forest und Trinh beobachten.
Die für die Einzelzelle (nZ = 1) ermittelten Materialmatrizen besitzen für beide Vorgabe-
varianten ausschließlich positive Eigenwerte und sind demnach physikalisch zulässig. Auch
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(b) Zellkonfiguration: 3× 3× 3
Abbildung 5.5: Fluktuationsfelder heterogene Zelle: Relativrotation Rel1
x2 x1
x3




(b) Zellkonfiguration: 3× 3× 3
Abbildung 5.6: Fluktuationsfelder heterogene Zelle: Biegelastfall Bieg12
der Nachweis der Tensoreigenschaft über das Transformationsverhalten gelingt für alle Ma-
terialtensoren. Um Aussagen über die Abweichungen zwischen der Gebiets- und der Rand-
vorgabe treffen zu können, werden die Tensorkoordinaten bzw. die Elemente der Material-
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enthalten eine repräsentative Auswahl der Tensorkoordinaten, die zu der jeweiligen Vor-
gabevariante gehören. Durch die getroffene Wahl ist es möglich, viele der hier und in den
folgenden Beispielen auftretenden Effekte zu diskutieren. Als Maß für die Abweichungen
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Im Ergebnis zeigt sich, dass im Falle der Randvorgabe große Abweichungen für die Koor-
dinaten des Materialtensors (4)G auftreten, während sie für Tensor (4)H mit Ausnahme der
Biegesteifigkeiten H2323 und H1313 vergleichsweise gering ausfallen. Bei den Koordinaten
G2323 und G1313 dominiert der Wert des antisymmetrischen Volumenmittels, welcher selbst
eine geringe relative Abweichung aufweist. Der Fehler des symmetrischen Volumenmittels
fällt dagegen größer aus. Aufgrund seines geringen Anteils an der Gesamtkoordinate, ergibt
sich jedoch eine kleinere Gesamtabweichung von 2,3%.
Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass die Änderung der Vorgabevariante auf sämt-
liche Zug- und Schubdeformationsmoden größere Auswirkungen hat, als auf die Relativver-
drehungen und die Krümmungsmoden. Bezogen auf die Polynomanteile entspricht das dem
linearen Term. Für die Terme mit höherem Polynomgrad spielt die Vorgabevariante eine
weniger große Rolle. Das legt die Vermutung nahe, dass der Einfluss der Fluktuationsfelder,
die bei der Randvorgabe im Inneren der Zelle auftreten können, für die linearen Verzer-
rungsmoden groß ist, mit den höheren Moden jedoch abklingt. Dem gegenüber steht die
Festellung von Forest und Trinh in [28], dass die Verzerrungsenergie bei der Betrach-
tung einer einzelnen Zelle und Verwendung der Randvorgabe noch keinen konvergierten
Zustand erreicht hat. Über die Einbettung der Zelle untersuchen Forest und Trinh das
Konvergenzverhalten der Verzerrungsenergie und regen damit eine Diskussion bezüglich
der Form und Größe des verwendeten RVE an. Weiterhin zeigen die Autoren, dass die
Werte der Verzerrungsenergie im konvergierten Zustand geringer sind, woraus wiederum
auf geringere Spannungswerte zu schließen ist. Wenn die ausgewerteten Spannungsfelder
der Einzelzelle einem nicht konvergierten Energiezustand entsprechen, können die daraus
berechneten Volumenmittel ebenfalls zu hoch ausfallen. Eine quantitative Diskussion der
zwischen Gebiets- und Randvorgabe auftretenden relativen Abweichungen ist in diesem Fall
zu hinterfragen. Da in der vorliegenden Arbeit jedoch stets Einzelzellen betrachtet werden,
erfolgt der vorgestellte Vergleich der Vorgabevarianten in qualitativer Form.
5.3 Heterogene Zelle mit quaderförmigem Einschluss
Unsymmetrische Einschlussgeometrien sind für generalisierte, zweidimensionale Homogeni-
sierungsmethoden wenig erforscht. Forest behandelt in [23] und [24] eine kreuzähnliche
Verstärkungsstruktur, welche für einen Vergleich mit den Ergebnissen dieser Arbeit nicht ge-
eignet ist, da keine Zentrosymmetrie vorliegt. Zumeist werden Einschlüsse mit kreisförmigen
oder quadratischen Querschnitten betrachtet [10, 13, 25, 26, 69]. Gänzlich unbearbeitet sind
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nicht-kubischsymmetrische Mikrostrukturen im Rahmen der dreidimensionalen generali-
sierten Homogenisierung. Infolgedessen erfolgt in dieser Arbeit die Anwendung der vor-
gestellten Homogenisierungsmethode auf spezielle, von der kubischen Symmetrie abwei-
chende aber dennoch zentrosymmetrische Geometrien und die Diskussion der beobachteten
Effekte.
Ausgangspunkt ist eine Zelle mit quaderförmigem Einschluss. Die Geometrie- und die Ma-
















Abbildung 5.7: RVE: Heterogene Zelle mit quaderförmigem Einschluss
Einschlussmaterial im vorangegangenen Beispiel die weichere Materialphase im Vergleich
zum Matrixmaterial war, weist in dieser Simulation das Matrixmaterial geringere Steifig-
keitswerte auf. Beide Materialien sind isotrop und im Rahmen der Homogenisierung erfolgen
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liefert qualitativ ähnliche Werte wie bei der Zelle mit würfelförmigem Einschluss aus Ab-
schnitt 5.2. Erstmalig treten bei der quaderförmigen Einschlussgeometrie von Null verschie-
dene Koordinaten der gemischten Teiltensoren G(kl)[mn], G[kl](mn), H〈kl〉⌊mn⌋ und H⌊kl⌋〈mn〉
auf. Im Abschnitt 3.7 wurde bereits besprochen, dass diese Teiltensoren nicht über das
Mittelungstheorem (3.3b) selbst, sondern aus dem makroskopischen Materialgesetz identi-
fiziert werden. Zudem ist eine Kontrolle der Ergebnisse über die Kombination zugeordneter
Deformationsmoden möglich. Die Überlagerung von zum Beispiel symmetrischen und an-
tisymmetrischen Verzerrungsmoden E(kl) bzw. E[pq] (vgl. Gleichung (3.81)) ermöglicht die
Plausibilitätsprüfung der gewonnenen Materialparameter, da die aus den jeweiligen entkop-
pelten Lastfällen ermittelten Volumenmittelwerte bereits bekannt sind. Analog verläuft die
Diskussion der Kombination von deviatorischen und sphärischen Krümmungsmoden K〈kl〉
bzw. K⌊pq⌋ und resultierend daraus die Kontrolle der Teiltensorkoordinaten H〈kl〉⌊pq⌋ und
H⌊kl⌋〈pq〉.
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Für die betrachtete Zelle mit quaderförmigem Einschluss kann nachgewiesen werden, dass
die Ergebnisse aus den entkoppelten Lastfällen identisch sind mit den Werten aus den
superponierten Moden. Beispielhaft sei an dieser Stelle die Kombination des symmetrischen
Lastfalles Schub12 und der antisymmetrischen Relativverdrehung Rel3 aufgeführt, die der
Beziehung Ekomb12 = E(12) + E[12] entspricht. Insgesamt sind drei Kombinationsmoden für
die Verzerrungen möglich. Aufgrund der Tatsache, dass sich im Fall der Krümmungen die
betroffenen Moden auf die beiden deviatorischen Torsionen und die sphärische Krümmung
beschränken, entstehen aus den Lastfällen Tors1, Tors2 und Spur lediglich zwei Kombi-
nationsmoden über Kkomb11 = K〈11〉 +K〈33〉 +K⌊pp⌋ und K
komb
22 = K〈22〉 +K〈33〉 +K⌊pp⌋. Im
Ergebnis finden sich sämtliche Teiltensorkoordinaten wieder, die auch in der entkoppelten
Variante identifiziert wurden.
Mit der Annahme, dass das mikropolare Materialmodell Potentialsymmetrie aufweist, er-
folgt in Kapitel 3.7 die Formulierung von Symmetrie- und Nebenbedingungen für die Teil-
tensorkoordinaten. Eine Homogenisierung heterogener Zellen mit vollständig symmetrischer
Mikrostruktur, wie zum Beispiel Würfel- oder Kugeleinschlüssen, liefert stets verschwin-
dende gemischte Teiltensoren. Im vorliegenden Fall des eingeschlossenen Quaders weicht
eine Hauptabmessung der Einschlussgeometrie von den verbleibenden ab, was sich wie-
derum auf die Ergebnisse der Volumenintegration auswirkt. Darin ist das angesproche-
ne erstmalige Auftreten von Null verschiedener Teiltensorkoordinaten G(kl)[pq], G[kl](pq),
H〈kl〉⌊pq⌋ und H⌊kl⌋〈pq〉 begründet. In der Literatur wird dieser Effekt bisher nicht erwähnt
und folglich fehlt die Diskussion der Bedeutung und der Auswirkung auf das resultierende
Materialverhalten. Des Weiteren existiert keine vollständige Formulierung eines dreidimen-
sionalen, mikropolaren orthotropen Materialgesetzes mit Verwendung von Ingenieurskons-
tanten. Eine Interpretation der numerisch ermittelten Parameter anhand von Vergleichs-
werten ist demnach ebenfalls nicht möglich. Dennoch wird an dieser Stelle versucht, die
betreffenden Tensoren auf ihre Plausibilität hin zu untersuchen. Dazu dienen die Koordina-
ten der Teiltensoren, die für die vorausgesetzte Potentialsymmetrie des Materialverhaltens
den Nebenbedingungen
G(kl)[mn] = G[mn](kl) und (5.6a)
1
3
H〈kl〉⌊pp⌋δmn = H⌊mn⌋〈kl〉 (5.6b)
genügen müssen (vgl. Abschnitt 3.7.1 und 3.7.2). Aus der Gleichung (5.6a) resultieren für







weiteren Beziehungen sind aus den im Anhang B.5.1 aufgeführten Teilmatrizen abzulei-
ten. Im Falle der Nebenbedingungen (5.6b) ergeben sich mit Beachtung der Besetzung der
betreffenden Teiltensoren lediglich die zwei Gleichungen
1
3





MTors2 = MSpur〈22〉 −M
Spur
〈33〉 . (5.7b)
Sind all diese Bedingungen erfüllt, beschreiben die Tensoren (4)G und (4)H ein potential-
symmetrisches mikropolares Material. Während auch für den quaderförmigen Einschluss
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sämtliche Identitäten aus (5.6a) durch die Volumenmittel bestätigt werden, sind die For-
derungen (5.7) verletzt. Zur Eingrenzung und Diskussion dieser Beobachtung dient die
Überprüfung des Transformationsverhaltens der Materialtensoren. Dazu notwendig ist die
Homogenisierung der heterogenen Zelle mit unterschiedlich ausgerichteter Quadergeometrie
und der Vergleich der jeweils ermittelten Tensoren mit den transformierten Ergebnissen
der Ausgangszelle. In der vorliegenden Anordnung zeigt der Normalenvektor der größten
Quaderrandfläche in die x2-Richtung und soll nachfolgend Usym-x2 genannt werden. Folge-
richtig sind die weiteren Orientierungsvarianten unter Usym-x1 und Usym-x3 zu verstehen








Abbildung 5.8: Heterogene Zelle mit quaderförmigem Einschluss: Orientierungsvarianten
Version Usym-x1 aus den Ergebnissen der Version Usym-x2 durch eine Drehung des Koor-
dinatensystems um einen Winkel von 90° um die Achse x3 zu ermitteln. Zusätzliche Kon-
trollen ergeben sich durch die Betrachtungen weiterer Drehungen für die entsprechenden
Versionen. Im Ergebnis gelingen mit den Tensoren (4)G alle möglichen Transformationen,
wodurch der Tensorcharakter dieser durch die Homogenisierung erhaltenen Materialwerte
nachgewiesen ist. Für die Tensoren (4)H trifft das nicht zu. Die bei dem Vergleich der Ver-
sionen berechneten Restterme stehen direkt mit der Verletzung der Gleichungen (5.7) in
Verbindung. Werden diese Beziehungen erzwungen, ist der Vergleich der transformierten
Ergebnisse auch für die Tensoren (4)H erfolgreich. Daraus lässt sich schlussfolgern, dass eine
Verletzung der Nebenbedingungen (5.7) und somit der Potentialsymmetrie, den Verlust
der Tensoreigenschaft von (4)H nach sich zieht. Des Weiteren ist zu hinterfragen, warum
nur die dem Tensor (4)G zugeordneten Volumenmittel diese Zusatzforderungen stets erfüllen
und die aus den Krümmungsmoden berechneten Volumenmittel nicht. Der tolerierte syste-
matische Fehler durch die Vorgabevarianten scheidet als Ursache aus, da die Restterme
der verletzten Gleichgewichtsbedingungen im Fall der Gebietsvorgabe ausschließlich den
antisymmetrischen Anteil der deviatorischen Krümmungen beeinflussen, welche in den ver-
letzten Nebenbedingungen nicht vorkommen. Außerdem liefern auch die Ergebnisse der
Randvorgabe identische Tendenzen. Demnach liegt kein entscheidender Effekt durch die im
Inneren auftreten Fluktuationsfelder vor.
Die in Tabelle 3.1 dargestellte Wahl der Krümmungskoordinaten für die Lastfälle der de-
viatorischen Torsionen Tors1 und Tors2 ist nicht eindeutig. Vielmehr kann jede Kombi-
nation der deviatorischen Krümmungen K〈11〉, K〈22〉 und K〈33〉, unter der Bedingung der
verschwindenden Spur K〈pp〉 = 0, zur Abbildung der Torsionslastfälle verwendet werden.
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Um die Lastfalldefinition als Ursache für den Effekt auszuschließen, erfolgt die Realisie-
rung anderer Aufteilungen der Krümmungen, von denen beispielhaft eine Variante in der
Tabelle 5.2 aufgeführt ist. Mit den alternativen Formulierungen der Torsionen ergeben sich
Tabelle 5.2: Torsionslastfälle: Alternative Aufteilung
Lastfall K〈11〉/mm K〈22〉/mm K〈33〉/mm
Tors1∗ 1 -1/2 -1/2
Tors2∗ -1/2 1 -1/2
jeweils modifizierte Nebenbedingungen an die Volumenmittelwerte, welche jedoch ebenfalls
bei der Homogenisierung dieser Zelle mit quaderförmigem Einschluss nicht erfüllt werden.
Die Untersuchung der verletzten Nebenbedingungen zeigt Abhängigkeiten von der Orien-
tierung der Mikrostruktur. So lassen sich Tendenzen zwischen den Torsionsachsen und dem
Normalenvektor der größten Quaderrandfläche (vgl. Abbildung 5.8) erkennen, was auf einen
Einfluss der Einschlussorientierung hindeutet. Dass sich die betrachtete Mikrostruktur auf
die Ergebnisse einer generalisierten Homogenisierung auswirken kann, wurde bereits durch
Bigoni und Drugan festgestellt [10]. Allerdings beschränkt sich die Argumentation dabei
auf die Materialeigenschaften des Einschlusses. Die Kernaussage der Autoren ist, dass für
dünne Verteilungen kugelförmiger Einschlüsse mit isotropem Materialverhalten eine gene-
ralisierte Homogenisierung mit dem Übergang vom Cauchy- zum Cosserat-Kontinuum
nur dann verwertbare Materialwerte liefert, wenn das Einschlussmaterial weicher ist als
das umgebende Matrixmaterial. Infolgedessen erfolgt hier die Vertauschung der Steifig-
keitswerte, sodass der Quadereinschluss die weichere Phase darstellt. Im Ergebnis bleibt
die Verletzung der Nebenbedingungen für den Tensor (4)H unberührt, wenngleich sich die
beobachteten Geometrieabhängigkeiten der Restterme umkehren.
Um neben dem Materialeinfluss die geometrischen Effekte näher zu untersuchen, erfolgt für
die weiteren Parameterstudien die Ausdehnung der Quaderstruktur zu zwei Einzelschichten
und die Variation ihrer Position im RVE (vgl. Abbildung 5.9).
x1x3
x2
(a) Variante: Schicht-x1 (b) Variante: Schicht-x2 (c) Variante: Schicht-x3
Abbildung 5.9: Heterogene Zelle: Schichtstruktur
Zwar lassen sich hieran weitere Charakteristika bezüglich der geometrischen Anordnung der
Mikrostruktur und den Materialeigenschaften identifizieren, eine Interpretation hinsicht-
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lich der Verletzung der Nebenbedingungen der Potentialsymmetrie ist bisher jedoch nicht
möglich. Der durch Bigoni undDrugan beobachtete Effekt ist als Ursache des Zusammen-
hanges zwischen den Ergebnissen der Homogenisierung und der betrachteten Mikrostruktur
denkbar. Die direkte Übertragbarkeit ihrer Kernaussage auf steifere Mikrostrukturen be-
liebiger Geometrie und die Nichterfüllung der Potentialsymmetrie des Tensors (4)H bleibt
ein Ansatz für weitergehende Forschungen.
5.4 Beispielsimulation: Plattenbiegung
Das im einleitenden Kapitel dieser Arbeit vorgestellte Kompositmaterial soll nachfolgend
dazu dienen, die angestrebte Abbildung von mikrostrukturbedingten Effekten mit Hilfe der
homogenisierten Cosserat-Materialsteifigkeiten und der mikropolaren Finiten Elemente
nachzuweisen. In Anlehnung an die reine Plattenbiegung aus dem Abschnitt 4.3.4, wird eine
Viertelplatte mit entsprechenden Symmetrierandbedingungen modelliert. Die verwendeten
Geometrieabmessungen und die Lastgrößen sind in der Abbildung 5.10 enthalten. Anhand
einer vereinfachten Verstärkungsstruktur, welche keine Maschenfäden besitzt und sowohl
die Kett- als auch die Schussfäden als Quader idealisiert, erfolgt die Ermittlung der Cosse-
rat-Stoffwerte mit beiden Vorgabevarianten. Für das Matrixmaterial wird dabei isotropes
und für das Fasermaterial transversal isotropes, linear elastisches Materialverhalten an-
genommen, deren Ingenieurskonstanten in Tabelle 5.3 aufgelistet sind (Haasemann [31]).
Das RVE weist in den Schnittflächen senkrecht zu den Faserlängsrichtungen identische FVG
Tabelle 5.3: Beispielsimulation: Materialparameter
Matrixmaterial:
EM = 3000MPa ν = 0,3
Fasermaterial (x1-Richtung ≡ Faserlängsachse):
E1 = 47710MPa G12 = 4070MPa ν12 = 0,25
E2 = 10210MPa G13 = 4070MPa ν13 = 0,25
E3 = 10210MPa G23 = 3838MPa ν23 = 0,33
auf. Nach der Homogenisierung der faserverstärkten Zelle für die in der Abbildung 5.10 dar-
gestellten Konfigurationen liegen die notwendigen Materialwerte vor, um zwei unterschied-
liche Biegelastfälle mit identischer Lasteinleitung zu realisieren. Für den Vergleich der Ver-
schiebung u3 entlang der oberen Kante der Plattenmittenebene (x2 = aB, x3 = 0), werden
der mikropolaren Rechnung verschiedene weitere Simulationsergebnisse gegenübergestellt.
Neben dem homogenisierten Cosserat-Material findet auch das effektive Material einer
klassischen Homogenisierungsrechnung mit Nutzung periodischer Randbedingungen An-
wendung (Spieler [64]). Die zugehörige Simulation wird nachfolgend mit PRB-klassisch
gekennzeichnet. Des Weiteren bietet sich ein Vergleich zwischen dem vollständigen, mikro-
polaren Ersatzmaterial und dem darin enthaltenen klassischen Anteil an. Durch das Null-
setzen sämtlicher Volumenmittelwerte, die aus den höheren Deformationsmoden entste-
hen, kann ein rein klassischer Materialanteil identifiziert werden, welcher dem Ergebnis
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Tabelle 5.4: Plattenbiegung: Vergleich FE-Netze
Referenz PRB-klassisch Coss3D20
Elemente: 480000 1250 1250
Knoten: 2055225 7280 7280
DOF: 6165675 21840 43680
DOF-Reduktion: 99,65% 99,29%
einer linearen, klassischen Homogenisierung mit Verwendung linearer Randverschiebungen
ohne periodischen Fluktuationsanteil entspricht. Zu erwarten sind identische Verschiebungs-
verläufe für beide Lastfallkonfigurationen, die zudem geringer ausfallen als die Ergebnisse
für das PRB-klassisch-Material, da die zugehörigen Materialparameter aufgrund der Unter-
schiede der Randbedingungsapplikation zu steif ausfallen.
Die FE-Netze der Rechnungen mit Nutzung effektiver Materialvarianten verwenden stets
quadratische Finite Elemente und die Diskretisierung 25×25×2, mit je 25 Elementen ent-
lang der Plattenkanten und zwei Elementen über der Plattendicke. Als Referenzlösung
wird eine vollvernetzte Geometrie mit Berücksichtigung der gesamten Mikrostruktur heran-
gezogen (Hofmann [37]). Die resultierenden Gesamtanzahlen der Elemente und Knoten
sowie der Knotenfreiwerte (DOF) und die sich ergebende Reduktion zur Referenzsimulation

















Abbildung 5.10: Plattenbiegung: Modell schematisch
Im Ergebnis finden sich erwartungsgemäß unterschiedliche Verformungsverläufe für die Re-
ferenzrechnung. Wie bereits im einleitenden Kapitel angesprochen, bewirken die außen-
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liegenden Fasern bei der Lastfallkonfiguration Mx2Ax1 einen größeren verstärkenden Effekt,
da das Moment M̂12 ebenfalls größer ist als M̂21 und die Außenfasern somit bei der Bie-
gung Mx1Ax2 weniger Zug- und Druckbeanspruchungen erfahren als beim Lastfall Mx2Ax1.
In der Abbildung 5.11 sind die Verläufe für die Verschiebung u3 beider Lastkonfigurationen
dargestellt. Sowohl die PRB-klassisch als auch die durch Coss3D20 N=0 gekennzeichnete





































Abbildung 5.11: Plattenbiegung: Ergebnisvergleich Durchbiegungsverlauf
Variante, die auf den klassischen Anteil des HEM beschränkt ist, liefern identische Kurven.
Sie sind somit zur Abbildung dieser speziellen Mikrostruktur nur bedingt geeignet. Auf-
grund der verwendeten klassischen Finiten Elemente mit lediglich drei Knotenfreiwerten,
ergibt sich jedoch für PRB-klassisch die größte DOF-Reduktion. Quantitativ liegen die
ebenfalls identischen Verschiebungswerte der Coss3D20 N=0 -Rechnung wie erwartet unter
den PRB-klassisch-Werten und stellen somit keine Alternative dar. Die mikropolare Rech-
nung verwendet für beide Konfigurationen sowohl die Ergebnisse aus der Gebietsvorgabe
als auch die Materialwerte aus der Randvorgabe. Trotz der geringen Abweichungen durch
die Vorgabevarianten ergeben sich jeweils unterschiedliche Verschiebungsverläufe, welche
zusätzlich die Referenzlösung besser annähern als die Variante PRB-klassisch. Jedoch fällt
auf, dass im Lastfall Mx1Ax2 die Coss3D20-Rechnung steifer ausfällt, während sie bei der
Biegevariante Mx2Ax1 größere Verschiebungen als die Referenzlösung liefert.
Aufgrund der Fähigkeit zur Abbildung des in der Mikrostruktur begründeten unterschied-
lichen Biegeverhaltens bei gleichzeitig enormer Reduktion der Gesamtknotenfreiwerte (vgl.
Tabelle 5.4), stellen die numerischen Ergebnisse mit den quadratischen Coss3D20-Ele-
menten, in Kombination mit den über die erweiterte Homogenisierungsmethode ermittelten
Materialsteifigkeiten, eine Verbesserung gegenüber der klassischen Simulation dar.
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Auf dem Gebiet der rechnergestützten Simulation stellen Homogenisierungsmethoden eine
Möglichkeit dar, den Entwicklungsprozess durch die Reduzierung des Gesamtmodellierungs-
aufwandes effizienter zu gestalten. Aufgrund der verbreiteten Verwendung moderner Mate-
rialkonzepte, wie zum Beispiel textilverstärkte Verbundwerkstoffe oder Schaumstrukturen,
die zum Teil sehr komplexe innere Strukturen aufweisen, sind klassische Homogenisierungs-
methoden für spezielle Mikrostrukturen nicht mehr ausreichend. Wird die als homogen
angenommene makroskopische Struktur auf der Basis des Cosserat-Kontinuums beschrie-
ben, können mikrostrukturbedingte Größeneffekte abgebildet werden. Für die Behandlung
von Randwertproblemen kommt die FEM zur Anwendung. Um der erweiterten Kinematik
und Kinetik des Cosserat-Kontinuums Rechnung zu tragen, beinhaltet diese Arbeit die
Formulierung und Verifikation geeigneter mikropolarer Finiter Elemente, die in das Pro-
grammsystem Abaqus implementiert wurden. Die erzielte sehr gute Übereinstimmung der
numerischen Ergebnisse mit ausgewählten analytischen Lösungen, beweist deren Anwend-
barkeit.
Eine experimentelle Identifikation mikropolarer Materialkennwerte ist sehr aufwendig und
unterliegt teilweise großen Einschränkungen hinsichtlich des Werkstoffes und der Proben-
geometrie. In der vorliegenden Arbeit wird daher der Versuch unternommen, im Rahmen
einer dreidimensionalen, erweiterten Homogenisierung – mit Nutzung der Deformations-
größenmethode – die für eine FE-Simulation benötigten Materialsteifigkeiten auf nume-
rischem Wege zu ermitteln. Mit Hilfe eines geometrischen Minimierungsproblems erfolgt
dabei die Approximation der lokalen Verschiebungen. Zur Identifikation aller mikropolaren
Deformationsmoden ist nach Forest und Sab ein Polynom 4.Ordnung mit additiv über-
lagerten Fluktuationen notwendig, dessen Ansatztensoren für insgesamt 18 entkoppelte
Zustände formuliert wurden. Mittels eines erweiterten Hill-Mandel-Kriteriums gelingt
die Identifikation volumengemittelter Größen, welche Informationen über die Koordinaten
der mikropolaren Materialtensoren enthalten. So ist mit der vorgestellten Methode der
Übergang vom klassischen Cauchy-Kontinuum auf das mikropolare Cosserat-Konti-
nuum und die Bereitstellung allgemein anisotroper, linear elastischer mikropolarer Material-
tensoren für würfelförmige RVE mit zentrosymmetrischer Mikrostruktur möglich. Anhand
von Parameterstudien für ausgewählte RVE erfolgt der Test der numerischen Routinen und
die Diskussion der beobachteten Effekte.
Speziell werden die noch nicht hinreichend erforschten Fluktuationsfelder durch Variation
der Vorgabevarianten der Verschiebungskoordinaten behandelt und in Analogie zu zwei-
dimensionalen Untersuchungen hinsichtlich ihrer Gestalt und Auswirkung auf die erhaltenen
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Volumenmittel bewertet. Abweichend von den Ergebnissen zweidimensionaler, erweiterter
Homogenisierungsvarianten sind bei der Betrachtung eines homogenen RVE keine Fluk-
tuationsfelder zu beobachten. Dennoch entstehen Ergebnisdifferenzen, wenn die den De-
formationsmoden zugeordneten Verschiebungskoordinaten im gesamten Gebiet oder aus-
schließlich auf den Randflächen des RVE appliziert werden. Demnach unterscheiden sich
die zugehörigen Gleichgewichtszustände voneinander. Dies lässt darauf schließen, dass die
bei dieser Methode getroffene Annahme der verschwindenden Volumenkräfte nicht erfüllt
ist. Durch die vollständige Vorgabe des Verschiebungsfeldes bei der Gebietsvorgabe sind
diese Kraftgrößen ermittelbar, deren Ursprung in der Formulierung der deviatorischen
Krümmungsmoden liegt. Um für den Fall einer homogenen Zelle identische Ergebnisse
für beide Vorgabevarianten zu sichern, ist ein modifiziertes Volumenmittelungskriterium
denkbar, welches Volumenkraftgrößen in den Gleichgewichtsbedingungen berücksichtigt.
Alternativ kann mit Beschränkung auf symmetrische deviatorische Krümmungsmoden das
unveränderte Mittelungskriterium verwendet werden. Hieraus resultiert jedoch eine unvoll-
ständige Materialbeschreibung auf der makroskopischen Skala. Die Ermittlung identischer
Volumenmittelwerte sowohl für die Gebiets- als auch für die Randvorgabe, bei gleichzeitig
vollständiger Beschreibung sämtlicher makroskopischer Deformationsmoden im Fall der ho-
mogenen Zelle, ist hinsichtlich der weiteren Erforschung der mikrostrukturabhängigen Fluk-
tuationsfelder besonders wichtig und stellt einen interessanten Forschungsansatz dar.
Erstmalig erfolgt eine dreidimensionale erweiterte Homogenisierung von RVE mit nicht-
kubischsymmetrischen Mikrostrukturen und die Interpretation der resultierenden Mate-
rialtensoren hinsichtlich des im Vorfeld angenommenen Potentialcharakters des Material-
gesetzes. Im Ergebnis treten symmetrische Volumenmittel bei Vorgabe antisymmetrischer
Verzerrungsmoden auf und entsprechend antisymmetrische Volumenmittel bei symmetrisch-
en Lastfällen. Für die Zerlegung der Krümmungen in Deviator- und Kugelanteile gilt dies
gleichermaßen. Die Koordinaten der sich ergebenden gemischten Teiltensoren sind quanti-
tativ gegenüber den übrigen Materialwerten nicht zu vernachlässigen und werden folge-
richtig im Gesamtmaterialtensor berücksichtigt. Derartige Ergebnisse sind bisher nicht
dokumentiert, obwohl auch zweidimensionale Entsprechungen der betreffenden Geometrien
Gegenstand vergangener Untersuchungen waren. Während die der symmetrisch-antisym-
metrischen Zerlegung zugeordneten Teiltensoren die Nebenbedingungen der Potentialsym-
metrie stets identisch erfüllen, lässt sich bei den Teiltensoren der Deviator-Kugel-Zerlegung
eine Abhängigkeit von der Geometrie- und Materialbeschaffenheit der betrachteten Mikro-
struktur erkennen. Für bestimmte Kombinationen aus der Orientierung und der Position der
eingebetteten Struktur sowie des verwendeten Materials sind die Nebenbedingungen erfüllt.
Wenn die Annahme der Potentialsymmetrie gerechtfertigt ist, dürfen diese Bedingungen
jedoch unabhängig von der inneren Struktur nie verletzt sein. Durch Bigoni und Drugan
konnte bereits ein Einfluss des Einschlussmaterials auf eine generalisierte Homogenisierungs-
methode, für den Spezialfall von – auf die Volumenanteile bezogen – schwach verteilten
Kugeleinschlüssen, belegt werden. Eine Übertragbarkeit auf allgemeine Mikrostrukturen ist
zu überprüfen. Der in der vorliegenden Arbeit beobachtete Effekt tritt beim Spezialfall des
Kugeleinschlusses nicht auf und muss demnach nicht zwingend mit dem Materialeinfluss von
Bigoni und Drugan identisch sein. An dieser Stelle bieten sich weitere Untersuchungen
an, um eventuelle Zusammenhänge oder aber Abgrenzungen herauszuarbeiten.
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Besonders interessant ist das Problem der Fluktuationsfelder und daran anknüpfend die
Frage nach der Form und Größe des RVE. Forest und Trinh regen diesbezüglich eine
Diskussion bezüglich konvergierter Energiezustände an, welche bei der Behandlung einer
Einzelzelle nicht vorliegen. So bleibt zu prüfen, wie die Fluktuationsfelder beliebiger Mikro-
strukturen für konvergierte Verzerrungsenergiezustände aussehen und welchen Einfluss diese
auf die Volumenmittelwerte beziehungsweise daraus folgend auf die mikropolaren Material-
steifigkeiten haben.
Trotz der getroffenen Einschränkungen und der noch ausstehenden Klärung der beobach-
teten Effekte, können Vorteile der in dieser Arbeit vorgestellten erweiterten Homogenisie-
rungsmethode nachgewiesen werden. Die numerische Simulation der Biegung einer Platte
aus textilverstärktem Verbundmaterial liefert bei der Verwendung des identifizierten homo-
genen, mikropolaren Materials qualitativ und quantitativ bessere Ergebnisse, als das Ma-
terial einer klassischen Homogenisierung mit periodischen Randbedingungen. Dies wider-
spricht der Feststellung von Bigoni und Drugan, wonach eine Homogenisierung mit
Übergang vom klassischen Cauchy- zum Cosserat-Kontinuum ausschließlich für weiches
Einschlussmaterial physikalisch interpretierbare Ergebnisse liefert. Angesichts der enormen
Reduktion der Gesamtknotenfreiwerte bezogen auf die vollvernetzte Referenzgeometrie,
bleibt die weitere Erforschung des Homogenisierungsansatzes im Sinne der Effizienzsteige-
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Mühlhaus, H. B. (Hrsg.): Continuum models for materials with micro-structure. John
Wiley & Sons Chichester, 1995, Kapitel 13, S. 451–479
[52] Münch, I.: Ein geometrisch und materiell nichtlineares Cosserat-Modell – Theo-
rie, Numerik und Anwendungsmöglichkeiten, Universität Karlsruhe (TH), Dissertation,
2007
[53] Nakamura, S.; Benedict, R.; Lakes, R.: Finite Element Method for orthotropic
Micropolar Elasticity. In: International Journal of Engineering Science 22 (1984), Nr.
3, S. 319–330
[54] Neff, P.: The Cosserat couple modulus for continuous solids is zero viz the linearized
Cauchy-stress tensor is symmetric. In: ZAMM - Zeitschrift für Angewandte Mathematik
und Mechanik 86 (2006), Nr. 11, S. 892–912
[55] Neff, P.; Chelminski, K.: A geometrically exact Cosserat shell-model including
size-effects, avoiding degeneracy in the thin shell limit. Rigourous justification via
Γ-convergence for the elastic plate. Bd. 2365. Darmstadt, 2004
88
Literaturverzeichnis
[56] Nemat-Nasser, S.; Hori, M.: Micromechanics: Overall properties of heteroge-
neous materials. In: Giessen, E. van d. (Hrsg.); Moon, F. (Hrsg.); Sreenivasan,
K. (Hrsg.); Wijngaarden, L. van (Hrsg.); Willis, J. R. (Hrsg.); Achenbach, J.
(Hrsg.): Applied mathematics and mechanics. Elsevier Science Bv, 1993 (North-Holland
Series)
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Durch die erweiterte Kinematik und der daraus resultierenden Erweiterung der kinetischen
Feldgrößen, ergeben sich modifizierte globale Bilanzgleichungen. Nachfolgend sind die Her-
leitungen der lokalen Gleichungen für die mikropolare Drehimpulsbilanz, den 1. Hauptsatz
der Thermodynamik sowie der Clausius-Duhem-Ungleichung aufgeführt. Analoge Dar-
stellungen und alternative Schreibweisen sind z.B. in [19] oder [20] enthalten.
A.1.1 Drehimpulsbilanz












ρ lk dV +
∫
Γ
µnk dA . (A-1)













(ρ ekpq xpfq + ekpqxpσrq,r + ekpqσpq + ρ lk + µrk,r) dV . (A-2)
Daraus resultiert im statischen Fall mit Beachtung der lokalen Impulsbilanz das Momen-
tengleichgewicht
0 = ekpqxp (σrq,r + ρfq) + µrk,r + ekpqσpq + ρ lk
= µrk,r + ekpqσpq + ρ lk . (A-3)
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A.1.2 Hauptsätze der Thermodynamik
In der globalen Bilanz
U̇ = Pmech +Q (A-4)
findet sich ein unveränderter thermischer Teil und ein erweiterter Term für die mechanische
























[σpku̇k,p + ϕ̇k (ρ lk + µpk,p) + µpkϕ̇k,p] dV . (A-6)
Im Rahmen der Theorie kleiner Verschiebungsgradienten und Mikrokrümmungen lassen
sich die Verzerrungs- und die Krümmungsgeschwindigkeit (2)ε̇ beziehungsweise (2)κ̇ über
ε̇kl = u̇l,k + elkpϕ̇p (A-7)
κ̇kl = ϕ̇l,k (A-8)












(σpkε̇pk + µpkκ̇pk) dV . (A-9)




ρ U̇∗ dV =
∫
Ω
(σpkε̇pk + µpkκ̇pk) dV +
∫
Ω




und mit Einführung des Wärmestromvektors (1)q, der in seiner Orientierung dem nach








(σpkε̇pk + µpkκ̇pk + ρ r − qp,p) dV , (A-11)
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beziehungsweise in lokaler Form
ρ U̇∗ = σpkε̇pk + µpkκ̇pk + ρ r − qp,p . (A-12)
Auf die komplette Herleitung des 2. Hauptsatzes wird an dieser Stelle verzichtet, da sie
sich nicht von der Vorgehensweise beim klassischen Cauchy-Kontinuum unterscheidet.
Lediglich mit der Einführung der freien Helmholtzschen Energie FH treten Abweichungen





+ σklε̇kl + µklκ̇kl −
qpϑ,p
ϑ
≥ 0 . (A-13)
A.2 Prinzip der virtuellen Arbeit
Die nachfolgenden Ausführungen orientieren sich an der hinreichend bekannten Vorgehens-
weise der FEM, für die eine Vielzahl an Literaturstellen existiert. Beispielhaft seien an dieser
Stelle Bathe [6], Belytschko und Fish [8], Knothe und Wessels [42], Macneal [46]
oder auch Zienkiewicz und Taylor [70] genannt.
Nach dem Überschieben der lokalen Bilanzgleichungen mit geeigneten Gewichtsfunktionen
w
(1)
l = δul und w
(2)















[(σkl,k + ρfl) δul + (µij,i + ejklσkl + ρlj) δϕj] dV . (A-14)































(σklnkδul + µijniδϕj) dA+
∫
Ω




ρ (flδul + ljδϕj) dV , (A-17)
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was sich wiederum mit den Definitionen des Spannungs- und des Momentenvektors
σnj = σijni (A-18)
µnj = µijni (A-19)

















ρ (flδul + ljδϕj) dV (A-20)













ρ (fkδuk + lkδϕk) dV (A-21)
und den kinematischen Beziehungen (2.22), folgt:
∫
Ω









ρ (fkδuk + lkδϕk) dV bzw. (A-22)
∫
Ω









ρ (fkδuk + lkδϕk) dV . (A-23)
A.2.1 Matrix-Vektor-Formulierung
Mit der in Abschnitt 4.2 eingeführten Vektornotation für die Tensoren der Verzerrung, der
Krümmung, der Spannung und der Momentenspannung lässt sich die Gleichung (A-23)
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Die partielle Ableitung einer volumengemittelten Größe nach der makroskopischen Koordi-





























Abbildung B.1: Integrationsgebiete und zugeordnete Volumen
Durch die Veränderung des Integrationsgebietes ohne Änderung des zugeordneten Volumens
(vgl. Abbildung B.1) gilt
V (Xk) = V (Xk +∆Xk) mit
V (Xk) = ∆V1 + V
∗
V (Xk +∆Xk) = V
∗ +∆V2 (B.2)














































































B.2 Nachweis J−1kl,m = 0

















liefert. Wie bereits festgelegt, ist der Koordinatenursprung identisch mit dem geometrischen
Mittelpunkt des betrachteten Gebietes und es gilt 〈xk〉 = 0. Damit kann gezeigt werden,
dass die partiellen Ableitungen des Geometrietensors (2)J nach den lokalen Koordinaten
verschwinden:
Jkm,l = 0 = 〈δkmxrxr − xkxm〉,l
= 〈2δkmxrδrl − δklxm − δmlxk〉
= 〈2δkmxl − δklxm − δmlxk〉 . (B.8)






mq,p = −J−1kl Jlm,pJ−1mq
J−1kq,p = −J−1kl Jlm,pJ−1mq = 0 . (B.9)
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B.3 Nachweise für Ansatztensor (3)B
B.3 Nachweise für Ansatztensor (3)B




























erkennbar ist. Wird dieser Ansatz in die Definition des Krümmungsdeviators eingesetzt,
lässt sich seine Gültigkeit nachweisen. Mit der Aufspaltung des polynomialen Anteils der



























































































KP〈kl〉 = K〈kl〉 . (B.17)
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B.4 Verschiebungskoordinaten der Lastfälle
Mit Hilfe der identifizierten Ansatztensoren und des Ansatzes (3.17) lassen sich alle Koor-
dinaten des lokalen Verschiebungsvektors für sämtliche Deformationsmoden angeben. Diese
sind in den nachfolgenden Tabellen B.1 bis B.5 enthalten.
Tabelle B.1: Lokale Verschiebungsfelder: Symmetrische Verzerrungsmoden
u1 u2 u3
Zug1 E(11) = 1 x1 0 0
Zug2 E(22) = 1 0 x2 0
Zug3 E(33) = 1 0 0 x3
Schub12 E(12) = 1 x2 x1 0
Schub13 E(13) = 1 x3 0 x1
Schub23 E(23) = 1 0 x3 x2
Tabelle B.2: Lokale Verschiebungsfelder: Antisymmetrische Verzerrungsmoden
u1 u2 u3
































1 − 3x22] 0
Tabelle B.3: Lokale Verschiebungsfelder: Sphärische Krümmung

















Tabelle B.4: Lokale Verschiebungsfelder: Deviatorische Torsionen
Torsionen u1 u2 u3
Tors1 K〈11〉 = −K〈33〉 = 1/mm, K〈22〉 = 0 23x2x3 −43x1x3 23x1x2
Tors2 K〈22〉 = −K〈33〉 = 1/mm, K〈11〉 = 0 43x2x3 −23x1x3 −23x1x2
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Tabelle B.5: Lokale Verschiebungsfelder: Deviatorische Biegungen
Biegungen u1 u2 u3
Bieg12 K〈12〉 = 1/mm
8
15
x1x3 − 215x2x3 215x22 − 815x21
Bieg21 K〈21〉 = 1/mm
2
15
x1x3 − 815x2x3 815x22 − 215x21
Bieg13 K〈13〉 = 1/mm − 815x1x2 815x21 − 215x23 215x2x3
Bieg31 K〈31〉 = 1/mm − 215x1x2 215x21 − 815x23 815x2x3
Bieg23 K〈23〉 = 1/mm
2
15
x23 − 815x22 815x1x2 − 215x1x3
Bieg32 K〈32〉 = 1/mm
8
15
x23 − 215x22 215x1x2 − 815x1x3
B.5 Materialmatrizen
Durch die in Abschnitt 3.4 beschriebene Zerlegung der Deformationsmoden in entkoppel-
te Zustände, enthalten die berechneten Volumenmittelwerte Informationen zur Identifika-
tion entsprechender Teiltensoren, welche in Summe die Gesamtmaterialtensoren ergeben.
Aufgrund der vorhandenen Zentrosymmetrie der Mikrostrukturen entfallen die Tensoren
(4)R
(1) und (4)R
(2) aus den Gleichungen (3.4a) und (3.4b). Die Zusammensetzung der Ma-
trixdarstellungen der verbleibenden Tensoren (4)G und (4)H und die Einordnung der aus den
entkoppelten Lastfällen ermittelten Volumenmittel wird nachfolgend dargelegt.
B.5.1 Materialmatrix {Gklmn}
Im Fall des Tensors (4)G liefert die Zerlegung der makroskopischen Verzerrungs- und Span-
nungstensoren in den symmetrischen und antisymmetrischen Anteil eine gleichartige Auf-
teilung in den betreffenden Indexpaaren der vier Teiltensoren. Deren Matrixdarstellungen
ergeben in Summe die Gesamtmatrix über die Beziehung
{Gklmn} = {G(kl)(mn)}+ {G(kl)[mn]}+ {G[kl](mn)}+ {G[kl][mn]} .












































































































































































































































Darin enthalten sind die symmetrischen Volumenmittel aus den symmetrischen Verzer-












ΣRel1(11) −ΣRel1(11) −ΣRel2(11) ΣRel2(11) ΣRel3(11) −ΣRel3(11)
ΣRel1(22) −ΣRel1(22) −ΣRel2(22) ΣRel2(22) ΣRel3(22) −ΣRel3(22)



















ΣRel1(23) −ΣRel1(23) −ΣRel2(23) ΣRel2(23) ΣRel3(23) −ΣRel3(23)
ΣRel1(23) −ΣRel1(23) −ΣRel2(23) ΣRel2(23) ΣRel3(23) −ΣRel3(23)
ΣRel1(13) −ΣRel1(13) −ΣRel2(13) ΣRel2(13) ΣRel3(13) −ΣRel3(13)
ΣRel1(13) −ΣRel1(13) −ΣRel2(13) ΣRel2(13) ΣRel3(13) −ΣRel3(13)
ΣRel1(12) −ΣRel1(12) −ΣRel2(12) ΣRel2(12) ΣRel3(12) −ΣRel3(12)












wieder. Das Symbol 0(n×m) steht für eine Matrix der Dimension (n×m), die ausschließlich
Nullen enthält. Es verbleibt die Einordnung der antisymmetrischen Volumenmittel, welche
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zusammen. Im Fall des rein antisymmetrischen Anteils des Tensors (4)G in Form der Matrix
{G[kl][mn]} =
[



















ΣRel1[23] −ΣRel1[23] −ΣRel2[23] ΣRel2[23] ΣRel3[23] −ΣRel3[23]
−ΣRel1[23] ΣRel1[23] ΣRel2[23] −ΣRel2[23] −ΣRel3[23] ΣRel3[23]
ΣRel1[13] −ΣRel1[13] −ΣRel2[13] ΣRel2[13] ΣRel3[13] −ΣRel3[13]
−ΣRel1[13] ΣRel1[13] ΣRel2[13] −ΣRel2[13] −ΣRel3[13] ΣRel3[13]
ΣRel1[12] −ΣRel1[12] −ΣRel2[12] ΣRel2[12] ΣRel3[12] −ΣRel3[12]














In analoger Form ist die Matrixdarstellung des in deviatorischen und sphärischen Anteil
zerlegten Tensors (4)H als Summe entsprechender Teilmatrizen anzugeben. Es gilt
{Hklmn} = {H〈kl〉〈mn〉}+ {H〈kl〉⌊mn⌋}+ {H⌊kl⌋〈mn〉}+ {H⌊kl⌋⌊mn⌋} ,
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2MTors1〈11〉 −MTors2〈11〉 −MTors1〈11〉 + 2MTors2〈11〉 −MTors1〈11〉 −MTors2〈11〉
2MTors1〈22〉 −MTors2〈22〉 −MTors1〈22〉 + 2MTors2〈22〉 −MTors1〈22〉 −MTors2〈22〉



















2MTors1〈23〉 −MTors2〈23〉 −MTors1〈23〉 + 2MTors2〈23〉 −MTors1〈23〉 −MTors2〈23〉
2MTors1〈32〉 −MTors2〈32〉 −MTors1〈32〉 + 2MTors2〈32〉 −MTors1〈32〉 −MTors2〈32〉
2MTors1〈13〉 −MTors2〈13〉 −MTors1〈13〉 + 2MTors2〈13〉 −MTors1〈13〉 −MTors2〈13〉
2MTors1〈31〉 −MTors2〈31〉 −MTors1〈31〉 + 2MTors2〈31〉 −MTors1〈31〉 −MTors2〈31〉
2MTors1〈12〉 −MTors2〈12〉 −MTors1〈12〉 + 2MTors2〈12〉 −MTors1〈12〉 −MTors2〈12〉





















































































































































zusammensetzt und die deviatorischen Volumenmittel aus den deviatorischen Krümmungs-































































































beinhaltet. Neben den deviatorischen Volumenmitteln wird stets das einzige sphärische
Volumenmittel berechnet, welches über MLF = MLF⌊pp⌋ für jeden Krümmungslastfall bekannt















2MTors1 −MTors2 −MTors1 + 2MTors2 −MTors1 −MTors2
2MTors1 −MTors2 −MTors1 + 2MTors2 −MTors1 −MTors2











MBieg23 MBieg32 MBieg13 MBieg31 MBieg12 MBieg21
MBieg23 MBieg32 MBieg13 MBieg31 MBieg12 MBieg21








0(6× 3) 0(6× 6)
]












aus dem sphärischen Volumenmittel des Lastfalles der sphärischen Krümmung zu bilden.
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B.6 Nachweis der Erfüllung der statischen
Gleichgewichtsbedingungen
Der polynomiale Anteil des Verschiebungsansatzes (3.17) wird für die folgende Diskussion
in der Form














geschrieben. Mit Hilfe des vierstufigen Materialtensors (4)E, der für den Spezialfall der iso-
tropen linearen Elastizität mit Lamé-Konstanten über
Eklpq = λδklδpq + µ (δkpδlq + δkqδlp) (B.19)
definiert ist, lassen sich die statischen Gleichgewichtsgleichungen als







= µ ul,qq + (λ+ µ) uq,ql (B.20)
darstellen. Um materialunabhängige Erfüllung zu sichern, müssen demnach die Terme ul,qq
und uq,ql verschwinden. Dies wird nachfolgend für sämtliche Verschiebungsterme aus Glei-
chung (B.18) untersucht.
Aufgrund des konstanten Ansatztensors (2)A verschwindet die zweite Ableitung des linearen
Verschiebungsanteils und beide Bedingungen sind trivial erfüllt
(1)uk = Akpxp ,
(1)uk,lq = Akl,q = 0 ,
(1)ul,qq = Alq,q = 0 und (B.21)
(1)uq,ql = Aqq,l = 0 . (B.22)
Wird der quadratische Polynomanteil betrachtet, so folgt für die zweite Ableitung und die





(2)uk,lq = Bklq ,
















Die materialunabhängige Erfüllung dieser Gleichungen ist nur für den symmetrischen Anteil
der deviatorischen Krümmungen möglich. Darunter fallen direkt die beiden Torsionslastfälle
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Tors1 und Tors2 und die symmetrischen Anteile der Biegungen. Im Falle der rein antisym-




(µ− λ) eiqlKa〈ki〉 mit Ka〈qi〉 = −Ka〈iq〉 . (B.25)
Der Ansatztensor (4)C ist mit Hilfe des konstanten Geometrietensors (5)S definiert, der zum
einen die Symmetrien aus Gleichung (3.61a) aufweist und für den zusätzlich die Entkopp-







(3)uk,l = −30L3RVESiklpqxpxqΘi , (B.26)
(3)uk,lq = −60L3RVESiklqpxpΘi , (B.27)
und weiter für die Terme der Gleichgewichtsbedingungen
(3)ul,qq = −60L3RVESilqqpxpΘi = 0 sowie (B.28)
(3)uq,ql = −60L3RVESiqqlpxpΘi = 0 , (B.29)
die aufgrund der oben genannten Entkopplungsbeziehung und der vorhandenen Symmetrien
identisch verschwinden.





und die zweite Ableitung ist durch
(4)uk,lq = −10L3RVESklqprxpxrK (B.31)
gegeben. Analog zur Betrachtung des kubischen Anteils verschwindet die Ableitung (4)ul,qq
wegen der Entkopplungsbeziehung. Mit Hilfe der Definitionsvorschrift des Geometrietensors
in Gleichung (3.59) lässt sich zeigen, dass
Sklpqr = 0 ∀ k = l
gilt. Infolgedessen ist auch die Gleichung
(4)uq,lq =
(4)uq,ql = −10L3RVESqqlprxpxrK = 0 (B.32)
erfüllt.
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